4. Satisfactibilitat

En general, les férmules son certes en algunes interpretacions i falses en
d’altres. A la seccio 4.1 definim uns termes en aquesta relacio, especificament
els de la satisfactibilitat i la insatisfactibilitat. A la secci6 4.2 presentem el
metode de taulers per a demostrar la insatifactibilitat, 1 despres de veure
el tema preparatori de la unificacié a la seccié 4.3, en presentem un altre
metode, el de la resolucio, a la seccio 4.4. A la seccid 4.5 presentem el tema
propiament relacionat de la programacié logica.

4.1 Models

(1) Definicié (satisfaccio, model).

Una interpretacid satisfa la formula A, o n’és un model, ssi A és certa
en la interpretacio.

(2) Definicié (tautologia, contradiccid, contingéncia).

e Una féormula és tautologica o una tautologia ssi qualsevol inter-
pretacio la satisfa;

e ¢és contradictoria o una contradiccid ssi no és satisfeta per cap
interpretacio;

e és contingent o una contingencia ssi és satisfeta per unes inter-
pretacions i no per altres.

(3) Comentari.

Una férmula és exclusivament contingent, tautologica o contradictoria.
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(4) Exemples.

¢ PV-P, -(PA~-P),i P— P sén tautologies.

e PA-PiVa(PxA-Pf(zx)) sén contradiccions.

e P és una contingencia.

(5) Comentari.

e Una formula A és

— tautologica ssi A = N,

— contradictoria ssi A = [,

— icontingent ssi A £ i1 A £ R

¢ Igualment, A =B

— ssi A +» B és una tautologia

— ssi —|(A & B) és una contradiccid.

(6) Definicié (satisfactibilitat d’una férmula).

o Una formula A és satisfactible ssi té un model,

la qual cosa escrivim ||—A;

e altrament és insatisfactible,

la qual cosa escrivim || A.

tautologies

contingencies

contradiccions

satisfactibles

insatisfactibles
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Exercici 4.1. Com es poden definir mutuament satisfactibilitat i equivalencia?

Solucié. La férmula A és satisfactible ssi A no és equivalent a O, és a dir, |- A ssi
A £0; A és equivalent a B ssi (A A—B) V (B A-A) és insatisfactible, és a dir, A = B ssi
[l£ (AA—=B)V(BA-A).

(8) Definicié (satisfaccid, model 1 satisfactibilitat d’un conjunt de
férmules).

e Una interpretacié satisfa un conjunt de formules, o n’és un model,
ssi les satisfa totes.

¢ — Un conjunt {A,,...,A,} de férmules és satisfactible ssi té
un model,
la qual cosa escrivim ||—A, ..., Ap;

— altrament, és insatisfactible,

la qual cosa escrivim |[fAq,. .., A,.

(9) Proposicié (compartiment dels models).

TU{AAB}iTU{A, B} comparteixen models, perque una interpretacié
és un model de I' U {A A B} ssi és un model de T' U { A, B}.

(10) Corollari (compartiment de la satisfactibilitat).

|I-AA B,T ssi
I-A, B,T.
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(11) Proposicié (conservacid de la satisfactibilitat sota la substitucio
uniforme de variables lliures per constants noves).

Siguin {xy,...,2,} les variables lliures en un conjunt I' de férmules i
siguin {ay,...,a,} constants que no apareixen a T'.

Llavors,

|I-T ssi

IFT{a1/z1, ..., an/zn}.

(12) Comentari.

Els conjunts de férmules de (11) no comparteixen models en general.

(13) Teorema (conservacid de la satisfactibilitat sota I'Skolemitzacid).
Simno hi ha cap f a {Vyr---Vy, Iz AYUT 1 A{f(y1,...,yn)/x} és lliure,

Yy - Vy, 3z AT ssi
||—Vy1 e Vyn<A{f<y17 DR yn)/x})? F

El simbol f s’anomena una funcié d’Skolem; quan n = 0, per a f()
entenem una constant (d’Skolem).

(14) Comentari.

Els conjunts de férmules de (13) no comparteixen models en general.

Per demostrar que unes formules son satisfactibles n’hi ha prou de citar-
ne un model, és a dir, donar una interpretacio que les fa totes certes alhora.
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(15) Exemple.
|-V23yCzy, Pab, Pbc, Ped, ~3x3yIzFw(PryAPyzAPzwACrzACyw)

Perque té, per exemple, el model amb domini {a,3,~,d} 1 valuacié

[a — a,b — B,c = ~v,d — 6,P — {{(a,),(8.,7),(7,6)},C —
{<a75>7<57a>7<ﬁ77>7<77ﬁ>}]'

Pero no podem demostrar la insatisfactibilitat sobre la base de compro-
var totes les interpretacions, perque n’hi ha un nombre infinit. Abordarem
la insatisfactibilitat primer pel metode de taulers i despres pel metode de
resolucio, que es basa en la unificacio.

4.2 Taulers!

Un tauler és un arbre d’enunciats crescut d’'un conjunt d’enunciats inicials
a la seva arrel de tal manera que el conjunt inicial és satisfactible sii ho és
alguna de les branques senceres de l'arbre. En aquesta seccidé suposem el
llenguatge de predicats amb el vocabulari logic {—, A, V, —, <V, 3}.

Els taulers es construeixen estenent fulles amb enunciats més petits segons
els enunciats que ja apareixen en una branca.

(16) Definicié (branca tancada d’un tauler).

Una branca d’un tauler és tancada sii conté un enunciat 1 aquest
enunciat negat, la qual cosa assenyalem amb una X a la seva fulla.

(17) Comentari.

Els enunciats de qualsevol branca tancada d’un tauler sém insa-
tisfactibles; qualsevol conjunt de formules que conté un enunciat i
aquest enunciat negat és insatisfactible: l'enunciat 1 'enunciat negat
no es poden ser certs alhora.

LAquesta seccié s’ha escrit consultant uns apunts de Rafel Farré.
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Com a primer exemple d'una regla per a estendre branques de taulers hi
ha la regla seguent per a la negacio:

(18) ~m4y

A

La regla diu que quan hi ha un enunciat =—A (no marcat com a ja usat), es
pot estendre cada fulla no tancada que domina amb A i marcar =—A com a
usat. Les altres regles per a estendre branques es classifiquen en regles a, 3,
~1d. Son les seglients. Regles-a:

(19> ANB ﬁ(AvB)\/ ﬁ(A—>B)\/

A -A A
B -B -B
Regles-3:
(20) Av By A/\B)\/ A= B/
A \ B -A B
A« By =(A < B)y
A -A
B -B
Regles-y:
(21) Ve A —JdzA

A{t/z} -A{t/z} On t és qualsevol terme tancat
Regles-6:
(22) EIxA\/ ﬂVxA\/

A{a/z} -A{a/z} On a és una constant nova
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Notem que en les regles-v, 1 només en aquestes, no es marca ’enunciat com

a usat: les regles-y es poden reutilitzar sense limit.

(23)

(24)

(25)

Definicié (tauler per a un conjunt d’enunciats T').

El tauler inicial per a un conjunt d’enunciats I' és un tauler per
al conjunt d’enunciats T'. T si es té un tauler per a un conjunt d’enun-
clats [', és també un tauler per al conjunt d’enunciats I', el resultat
d’aplicar una de les regles anteriors a un enunciat no marcat com a
usat, estenent totes les fulles no tancades dominades per ’enunciat
amb les filles segons la regla.

Lema (conservacid de la satisfactibilitat en els taulers).

Per a qualsevol tauler, el conjunt inicial és satisfactible sii al-
guna branca de ’arbre és satisfactible.

Demostracié. Per a la regla de negacio s’ha de demostrar que
per a qualsevol conjunt d’enunciats ', ||-T', == A sii ||-T', -—A, A. Per
a les regles-a s’ha de demostrar que per a qualsevol conjunt d’enunciats

I, |FT,AA B ssi |[-I,AA B, A, B, etc. Per a les regles-3 s’ha de

demostrar que per a qualsevol conjunt d’enunciats I', |-, A V B
ssi [FT,AV B,A o |-T,AV B,B, etc. Per a les regles—y s’ha de
demostrar que per a qualsevol conjunt d’enunciats I', |-I',VzA ssi

|IFT, VoA, A{t/z}, etc. Per a les regles-¢ s’ha de demostrar que per a
qualsevol conjunt d’enunciats I', |[-T', 3z A ssi ||-T', Jz AN A{a/z}, ete.

Definicié (tauler tancat).

Un tauler és tancat sii totes les seves branques son tancades.
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(26) Teorema (solidesa dels taulers).

Per a qualsevol conjunt inicial d’enunciats I', si un tauler per a
[' és tancat, I' és insatisfactible.

Demostracié. Pel lema (24) de conservacié de satisfactibilitat
en taulers, el conjunt inicial [' és satisfactible sii alguna branca és satis-
factible. Pero totes les branques d’un tauler tancat son insatisfactibles,
per tant el conjunt inicial d’un tauler tancat és insatisfactible.

També enunciem la completesa de taulers:

(27) Teorema (completesa de taulers).

Si un conjunt inicial d’enunciats I' és insatisfactible, llavors hi
ha un tauler tancat per a I'.

Demostracié. La demostracio d’aquest teorema es troba fora
de I'abast d’apunts introductoris. Per a una versio en catala consulteu,
per exemple, Morrill (2001) Logica de primer ordre, Edicions UPC,
Barcelona.

Com a primer exemple de la construccié d’un tauler considerem el conjunt

d’enunciats {7 PAQ, PV-Q}. Comencem escrivint aquests enunciats inicials
un sota ’altre:

(28)

“PAQ
PV -Q

Ara apliquem la regla-a per al primer enunciat:

(29)

—|P/\Q\/
PV -Q
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I apliquem la regla-3 per al segon enunciat:

(30) Sy
PV—|Q\/

Veiem que a la branca a l’esquerra hi ha I’enunciat i 'enunciat negat { P, ~P}
ia la branca a la dreta hi ha 'enunciat i 'enunciat negat {Q, —Q}. Per tant
tanquemn aquestes branques:

(31) ~PAQy
PV—|Q\/

-P

Q
P -Q
X X

Ambdues branques son tancades, per tant el conjunt inicial és insatisfactible.
Com a segon exemple de la construcié de taulers considerem el conjunt

inicial {Jz(Px A =Qx),Ve(-Pz V Qz)}:

Jz(Pz AN ~Qz
<32> VxE—'PxV Qx;
(33) Jz(Pz A =Qzx),/

Vz(-PzV Qx)

Pa A -Qa
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(34) Jz(Pz A =Qzx),/

Vz(-PzV Qx)

Pa A —|Qa\/

Pa
—Qa

(35) Je(Px A =Qx),/

Vz(-Pz V Qz)

Pa A —|Qa\/

—PaV Qa

(36) EIx(Px/\—'Qx)\/
Vz(—PzV Qx)

Pa A —|Qa\/

—PaV Qa\/

PN

-Pa Qa
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(37) Jz(Pz A =Qcx),/

Vz(-PzV Qzx)

Pa A —|Qa\/

—PaVv Qa\/

N

—Pa Qa
X X

(38) Definicié (liter(zl).

Un literal és un atom o un atom negat.

(39) Exemples.
e Qy, Pax, R 15 soén literals.

e No son literals ——R ni RAS ni RV S.

(40) Definicié (branca oberta d’un tauler).

Una branca d'un tauler és oberta sii conté només enunciats mar-
cats com a usats 1 literals, sense cap enunciat 1 enunciat negat, la qual
cosa assenyalem amb una () a la seva fulla.
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(41) Lema.
El conjunt inicial d’un tauler amb una branca oberta és satisfac-
tible.
Demostracié. La demostracio d’aquest teorema es troba fora

de I'abast d’apunts introductoris. Per a una versio en catala consulteu,
per exemple, Morrill (2001) Logica de primer ordre, Edicions UPC,
Barcelona.

Counsidereu per exemple un tauler per al conjunt inicial ~PAQ@, (PAR)VR:

-PAQ
(42> (PAR)VR

(43) ~PAQy
(PAR)VR

-P

(44) “PAQy
(PAR)VR

-P
Q

RN

PAR R

La branca a la dreta consisteix només en enunciats usats 1 literals sense cap
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enunciat 1 enunciat negat, per tant es pot assenyalar com a oberta:

“PAQ
(45> (P AR) v\l/%\/
-P
Q
PAR "

O

Per tant, el conjunt inicial és satisfactible.
Cousidereu el conjunt inicial {P V =@Q,-P V Q}:

(46) TPve
(47) PV-Qy
-PVvQ

N

Ara, aplicacid de la regla al segon enunciat ha d’estendre totes dues fulles
(no tancades) que domina:

(48) PV-Qy
-PvQ,

<N,
VAYNEVAN

Algunes de les branques son tancades 1 d’altres obertes:

(49) PV-Qy
-PveQy

p/ \ﬁcz
/N Y
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Per tant el conjunt inicial és satisfactible.
Considerem el tauler (50).

(50) YzPz V (Q A R)
VzPzx QAR
Pa

Pb

Podriem continuar per sempre aplicant la regla per a Va Pz; d’altra banda,
amb una sola aplicacié a @ A R trobem una branca oberta, i per tant podem

treure la conclusié que el conjunt inicial és satisfactible:

(51> VzPz V (Q A R)
VxPzx QA R\/
Q
Pa R
O

Pb

Aixo illustra que una construccio intel.ligent de taulers hauria d’operar per
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amplitud 1 no per profunditat. Considerem també el tauler seguent:

VzPx
(52) g3

Pa

Pb

Aqui també veiem que podriem continuar per sempre aplicant la regla per
a Vo Pz, mentre una sola aplicacié a @ A =) donaria una branca tancada, i
per tant el resultat que el conjunt inicial és insatisfactible:

VxPx
A

-Q
X

Aixo illustra que una construccié intel.ligent de taulers hauria d’aplicar regles
als enunciats d’una branca ciclicament.

Un procediment de decisio per a la satisfactibilitat en el llenguatge pro-
posicional és un algoritme que per a qualsevol conjunt inicial d’enunciats ens
diria (correctament) després d’'un temps finit si el conjunt és satisfactible o
insatisfactible. La calculacio de taules veritatives constueix un procediment
de decisio per a la satisfactibilitat en el llenguatge proposicional. Els taulers
en constueixen un altre. Diem doncs que el problema de la satisfactibilitat
en en llenguatge proposicional és decidible.

Un procediment de decisid per a la satisfactibilitat en el llenguatge de
predicats seria un algoritme que per a qualsevol conjunt inicial d’enunciats
ens diria (correctament) després d’un temps finit si el conjunt és satisfactible
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o insatisfactible. Els taulers ens donen un procediment de decisié per al
llenguatge de predicats? Si es fa una construccid intel.ligent de taulers, esta
garantit que trobarem en un temps finit un tauler tancat si el conjunt inicial
és insatisfactible. Pero si el conjunt inicial és satisfactible és possible que la
construccié d’'un tauler, tot 1 ser intel.ligent, no acabi mai. Aixi els taulers
no ens donen cap procediment de decisio per al llenguatge de predicats. La
dificultat queda amb les regles-y que es poden fer servir un nombre de vegades
sense limit sense poder marcar I’enunciat com a usat. Aquesta dificultat no
es pot eludir; el problema de la satisfactibilitat en el llenguatge de predicats
és indecidible. S’ha demostrat que no existeix cap procediment de decisid
de cap tipus per a la satisfactibilitat en el llenguatge de predicats: suposar
altrament donaria lloc a una contradiccié matematica.

Tot 1 la no decidabilitat, una heuristica practiqua en la construccié de
taulers és d’aplicar regles-a abans de regles-§ abans de regles-3 abans de
regles-y. Per exemple, les constants que introduim en regles-é s’acostumen
a utilitzar posteriorment en regles-y.

4.3 Unificacié
La unificacié tracta d’'una certa compatibilitat entre expressions.
(54) Definicié (unificador, unificacid, unificable).

Un wunificador de dues expressions ¢ 1 ¢’ és una substitucio 8 tal que

¢f = ¢'f; diem que @b (=¢'8) és la unificacic de ¢ 1 ¢ sota 6.

Dues expressions son unificables ssi tenen un unificador.
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(55) Exemples.

Els parells d’atoms segtients tenen els unificadors indicats.

Pz Pfly)  {fla)/w,aly}, {f(y)/=}, ...
Pab Qab cap

P03z POyy {3/y,3/z}
Pf(a) Pg(a)  cap

Pxf(xz) Paf(b) cap

Px Pf(x) cap

Pz Pz cap

Pf(a) Pf(a,a) cap

Pry  Pyz {z/y}Ay/=}, ..

(56) Definicié (unificador més general).

Un unificador 8 de dues expressions ¢ 1 ¢' n’és un unificador més general
(UMG) ssi per a tot unificador o de ¢ 1 ¢' hi ha una substitucié p tal

que ¢bp(= ¢'bp) = do(= ¢'o).

(57) Exemples.
Pz i Pf(y) tenen un unificador més general {f(y)/z}.

Pzy i Pyx tenen unificadors més generals {z/y} i {y/z}, que diem que
son variants alfabétiques.

(58) Definicié (problema d’unificacid, solucid a un prodblema d’unificacid).
Un problema d’unificacid és un conjunt de parelles de termes.

Una solucio al problema d’unificacio ™ és una substituciéo que és un
unificador de tota parella a 7.



88 4

L’algoritme seguent calcula una solucié a un problema d’unificacid, si és
que n’hi ha.

(59) Definicié (algoritme d’unificacié per transformacions).

unif(m,o)
cas 7 de
[|: sortir amb o;
[t = t|7']: unlf(ﬁ o);
[f(t1y . outn) = f(E, .. ) |7'): wnif([ty =8, ..., tn =t |7'],0);
[z = t|7'] o [t = z|n'] sense cap x a t: unif(nw '{t/x} [t/x|(o{t/z})]);
[v = t|7'] o [t = z|7'] amb z un subterme proper de t:
fallar amb “no unificables (ocurrencia)”;
(f...=g... |7

fallar amb “no unificables (conﬂicte)”.

(60) Comentari.

e Hi ha dos parametres: un problema d’unificacio m que represen-
tem amb una llista [t; = ¢, ..., ¢, = t/ | 1 una substitucid o que
representem amb una llista [¢t]/z, ...t /x,].

¢ Cada pas transforma el problema d’unificacié i/o la substitucid.
Si hi ha una solucié al problema d’unificacié inicial, 'execucio
I’acaba buidant i retorna la substitucié final; altrament, I’execucio
s’atura imprimint “no unificables”.

e L'tinic punt de no-determinisme es produeix respecte si una
equacié x = y es tracta amb z/y o y/z, la qual cosa déna lloc a
variants alfabetiques.

Clarament, dos atoms son unificables ssi tenen el mateix predicat de la
mateixa arietat 1 el problema d’unificacié dels termes corresponents té solucio.
Hi ha la seguient:



Satisfactibilitat

(61) Proposicid.

Si Pty...t, 1 Pt} ... Pt/ sén unificables, unif([t; = ¢}, ..

en calcula un unificador més general.

(62) Exemple.

Per unificar Pz f(z,y) 1 Pg(y)f(g(a),z) hi ha I'execucio:

89

oty = t;L H)

[z = g(y), f(z,y) = flg(a),2)] |]

[f(9(y),y) = flg(a), )] [9(y)/ ]

l9(y) = g(a),y = 2] [9(y)/ ]

ly = a,y = 2] [9(y) /=]

la = 2] [a/y,g(a)/x]

I l[a/z,a]y,g(a)]x]

Ens déna UMG

{a/z,a/y,g(a)/x}.

Exercici 4.2. Unifiqueu:
i.  Pzxyi Pyf(z)
ii. Pzai Pyb
iii. Pzg(z)i Pyy
iv. Pzg(z)yi Pzug(u)
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4.4 Resolucio

(63) Definicié (literal complementari).

El literal complementar: dun literal L és el literal que conté el mateix
atom amb polaritat complementaria, la qual cosa escrivim L.

(64) Exemples.

e -Qu=Qy.

o Paxr = —Pazx.

(65) Definicié (parella complementaria).

Una parella complementaria esta formada per un atom 1 aquest
atom negat.

El metode de resolucié no treballa directament amb formules, sind amb
clausules.

(66) Definicié (clausula).
Una clausula és un conjunt de literals.
Una clausula es llegeix com la clausura universal (és a dir, amb totes les

variables quantificades universalment a fora) de la disjuncié dels seus
literals.



Satisfactibilitat 91

(67) Exemples.

e Una clausula (binaria)

{Pazx,~Qy} es llegeix VaVy(Pazx V ~Qy) i s’escriu Pazx V —Qy.

¢ Una clausula (unitaria)
{Pazx} es llegeix Vz Pax i s’escriu Pax.

e La clausula (buida)
{} es llegeix O i s’escriu OJ.

(68) Definicié (renomenament d'una clausula).

Siguin {w1,..., 7, } les variables en una clausula C, i siguin les variables
{z4,..., 2. }. Llavors C{z/xy,..., 2! /x,} és una renomenament de C.

(69) Comentari.

Les lectures de tots els renomenaments d’una clausula sén equivalents.

En el metode de resolucié hi ha dues regles: la regla de resolucié clausular
1 la regla de factoritzacio:

(70) Definicié (regla de resolucid clausular).

cuf{l} {MIUD
C U D

f,si 6 és un UMG de {L, M}

Aquesta regla afirma que si § és un UMG de {L, M}, llavors de CU{L}
1 {M} UD es pot derivar la resolvent C U D#.
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(71) Definicié (regla de factoritzacié clausular).

C
%G,Si 6 és un UMG de {L,M} C C

Aquesta regla afirma que si 6 és un UMG de dos literals de C, llavors
es pot derivar C'f (en la qual els literals unificables es col-lapsen en un).

(72) Definicié (a’rb’re de 7"650luci0’).

Un arbre de resolucio partint d'un conjunt de clausules inicials és un
arbre en el qual:

e cada arbre local és una instancia de resolucié clausular o de fac-
toritzacio;

e cada fulla és un renomenament d’una clausula inicial o bé d’una
clausula derivada anteriorment;

e l'arrel és la clausula buida.
Tenim el seguent:

(73) Teorema (correccio del métode de resolucic).

Un conjunt O de clausules és insatisfactible ssi hi ha un arbre de reso-
lucié partint d’0O.
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(74) Exemple.

Partint de les clausules

—|Pxf(x, y), PazxyV =Qz1y1, Qyaa

hi ha ’arbre de resolucid

—|P:Uf Paxl \Y —|Q$1y1

ajx
\a Y /4”1/
~Qf( (a:9)/y2 Quna

\ /yl/
I'existencia del qual demostra que

WaVy—=Pzxf(z,y),VaVy(Paz V -Qry),VrQza

(75) Comentari.

¢ El conjunt de clausules {Pz,—~Pf(z)} és insatisfactible, pero si
n’agafem els renomenaments Py i =P f(y) no hi podem aplicar
la regla de resolucié clausular, perque una variable 1 un terme
que conté aquesta variable com a subterme proper no sén uni-
ficables. Un cas com aquest passa només per la casualitat que
els renomenaments triats comparteixen desafortunadament una
variable.

e Podem evitar d'una vegada per sempre aquest perill renomenant
amb variables totalment noves cada clausula que entra com a fulla
en un arbre de resolucio: a clausules diferents, a ocurrencies dis-
tintes de la mateixa clausula i a repeticions de clausules derivades.
D’aixo se’n diu estandarditzacio a part.
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(76) Exemple.
Que
WWaeHz VaVy(~HaVAyf(x)VAF(z)f(z)),VaVy(=H f(z)V-AzaV-Ayx)

queda demostrat per

z/x “Hz V Ayf(z1) V Af(21) f(21)

T

Ayf(z) vV Af(x)f(z)

|1 ()/y
Af(z) f(=) x)/z> }V“Aﬂrzﬂ‘zv-ﬁy]rg
D
\ /
~H I F(f(2)/«" Ha"
\D/

(77) Definicié (clausularitzacio).

Una clausularitzaciéo d’un conjunt de formules és un conjunt de clausules
que resulta de:

e convertir cada férmula en FNPC per normalitzacié (conservant
la satisfactibilitat; de fet, convervant els models);

e convertir cada FNPC en una FNPC tancada a base de substituir
uniformement les variables lliures per constants noves (conservant
la satisfactibilitat, tot 1 no conservar els models);

o eliminar els existencials per Skolemitzacid, traient successivament
els existencials dels prefixos (conservant la satisfactibilitat, tot i
no conservar els models);

e treure una clausula de cada conjuntand de cada matriu de cada
FNPC sense existencials.
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(78) Exemple.
I-32(Px A Qx),Va(Px A Qu — FyIzRyz), -3yTaRyx ssi (=)
I-32(Px A Qx),VaIy3z(~PxV —~Qz V Ryz), Vy¥Va—Ryz ssi (Sk.)
I-Pa A Qa,Va(~PxV ~Qz V Rf(x)g(x)), Vy¥z-Ryz

{Pa,Qa,~PxV -~QzV Rf(z)g(x),Ryx}

Aixi, la insatisfactibilitat de qualsevol conjunt de féormules es pot demostrar
donant un arbre de resolucié partint d’un resultat de la seva clausularitzacio.

Exercici 4.3. Doneu un arbre de resolucié per a les clausules que resulten de

(78).

En la resolucio lineal 1’aplicacio succesiva de passos de resolucio i facto-
ritzacio és restringida. Es requereix que, a cada pas després del primer, una
de les premisses és la conclusid del pas immediatement anterior, i altra és
0 bé una clausula inicial o bé una conclusio anterior. Aixi 'estructura d’un
arbre de resolucid lineal és un arbre amb ramificacié uniforme de la forma
seglient (ometent branques unaries de factoritzacio):

79 \/
\/

N

Es poden distinguir dos casos de resolucié clausular: en un pas primarila se-
gona premissa és una clausula inicial; en un pas secundari la segona premissa
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és una conclusié anterior. Notem que tots els arbres de resolucié d’aquesta
seccié han sigut lineals.

(80) Teorema (completesa de la resolucid lineal).

La resolucié lineal (incloent els passos secundaris) és refutacio-
nalment complet; és a dir, si un conjunt de clausules és insatisfactible,
hi ha un arbre de resolucio lineal partint d’aquestes amb arrel [J.

4.5 Programacié logica’

La programacio logica és un paradigma computacional per a treure conclusi-
ons de conjunts de férmules, anomenats programes logics. Aquestes formules
son clausules d’una forma especial anomenades clausules de Horn, 1 les con-
clusions s’obtenen per una versié de resolucié lineal anomenada resolucio
SLD.

La resolucio lineal només amb passos primaris es diu resolucio lineal d’en-
trada. La resolucio lineal d’entrada no és completa per a les clausules en
general, pero si que és completa (i sense factoritzacié clausular) per a les
clausules de Horn:

(81) Definicié (literal positiu i literal negativ).

Un literal positiv és qualsevol atom. Un literal negativ és qual-
sevol atom negat.

(82) Definicié (cldusula de H()'/"n).

Una clausula de Horn és una clausula que conté com a maxim
un literal positiu.

(83) Teorema (completesa de la resolucid lineal d’entrada sense factorit-
zacid per a cliusules de Horn).

Resolucié lineal d’entrada sense factoritzacié és refutacionalment
completa per a clausules de Horn.

2 Aquesta seccié s’ha escrit tot consultant uns apunts d’Edelmira Pasarella.
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Les clausules de Horn es divideixen en els objectius 1 les clausules de
programa:

(84)

Definicié (objectiu).

Un objectiu és una clausula que no conté cap literal positiu, la
qual cosa escrivim ¢ Ay, ..., Ag.

Definicié (clausula de programa).

Un clausula de programa és una clausula que conté exactament
un literal positiu.

Les clausules de programa es divideixen en les regles 1 els fets:

(86)

(88)

(89)

Definicié (regla).
Una regla és una clausula de programa que conté almenys un li-

teral negatiu, la qual cosa escrivim A < By,...,B,,; A es diu el cap
de la reglai By, ..., B, es diu el cos de la regla.

Definicié (fet).

Un fet és una clausula de programa que no conté cap literal
negatiu, llavors és un sol literal positiu, la qual cosa escrivim A .

Definicié (clausula definida).

Una clausula definida és una clausula amb els seus literals orde-
nats en una seqiencia.

Definicié (programa logic definit)

Un programa logic definit és un conjunt finit de clausules defini-
des de programa.
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Counsiderem la resoluci6 lineal d’entrada que parteix d’un programa logic
definit 1 un objectiu definit < Ay, ..., Ax. Comencara:

(90) <—A17...,Ak A(—Bh...,Bm

Cada clausula troncal sera un objectiu i cada segona premissa sera una
clausula definida de programa del programa logic definit. Cada pas de re-
solucio es fara respecte a una parella complementaria que consisteix en un
literal negatiu de l'objectiu a 'esquerra, 1 el literal positiu que és el cap de la
clausula de programa a la dreta. Una funcid de seleccio és una funcid que,
donat un objectiu definit, retorna un dels seus literals negatius com a literal
seleccionat. Una resolucio lineal d’entrada que parteix d’un programa logic
definit 1 un objectiu definit és una resolucio lineal amb funcio de seleccio
per a clausules definides s1 1 només si a cada pas de resolucid, el membre de
la parella complementaria que ve de 'objectiu és el triat per una funcio de
seleccié. D’aix6 se’n diu resolucié SLD (de l'angles Linear resolution with
Selection function for Definite clauses).

Aqui considerem la resolucid SLD en la qual el literal seleccionat és sempre
el primer (el de més a l'esquerra).

(91) Definicié (SLD-derivat).

Sigui P un programa definit, < A;,..., A, un objectiu definit, i
A < B,...,B; una clausula de programa definida de P amb les
variables renomenades. Si A; 1 A sén unificables amb UMG 6, llavors
Vobjectiu definit < (By,..., By, As,...,An)0 és SLD-derivat de
Ay, oo A y A+ By, ..., By usant 6.

Per exemple, sigui el programa logic definit segiient:

(92) pla)
p(b)
(a
(

)
f(z)) & p(2), q(=)

=K
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Hi ha la resolucié SLD seglient per a 'objectiu + r(f(a)):
(93) <« r(f(a)) {a/«'} r(f(2) < p(z'), q(2')
\
{} pla) &
{} (a)
O

/
< pla),q(a)
T >/
qg\a q
\ /

En derivacions SLD ometem les segones premisses:

(94) Definicié (derivacic SLD).

Una derwacio SLD d’'un objectiu G respecte d'un programa de-
finit P és una seqiiencia possiblement infinita (Go, 6o), (G1,61),... on
Go = G, 6y = {} i cada G;;, és SLD-derivat de G; i alguna clausula de
P usant 6,4,.

Una derivacié SLD pot tenir exit o fallar:

(95) Definicié (derivacié SLD amb éxit o refutacié SLD).

Una derivacié SLD és una derivacid SLD amb €rit o una refu-
tacio SLD siinomés si és finita 1 finalitza amb la clausula buida.

(96) Definicié (derivacio SLD amb falla).

Una derivacié6 SLD és una derivacio SLD amb falla si 1 només si
és finita 1 finalitza amb un objectiu diferent de la clausula buida ’atom
del primer literal del qual no unifica amb el cap de cap de les clausules
de programa.

(97) Definicié (SLD-resposta calculada d’un objectiu respecte d’un pro-
grama logic).

Sigui (G, bp), ..., {(Gy,b,) una refutacié SLD de l'objectiu G respecte
del programa logic P. La SLD-resposta calculada de G respecte de P
és la composicié 6 - - - 8, restringida a les variables que occorren lliures

a G.
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(98) Exemple.
La seglient és una refutacié SLD de l'objectiu < r(f(a)) res-
pecte del programa logic (92):
(& r(f(a), {}); (& pla), q(a), {a/2'}), (= qla), {}), (O, {})
Correspon a la resolucié lineal (93). La resposta calculada és {} ja que
z 1o és lliure a r(f(a)).

(99) Exemple.
La seglient és una refutacié SLD de l'objectiu + r(f(z)) res-
pecte del programa logic (92):
(= r(f(2), {}), (& p(a), q("), {2'/x}), (&= qla),{a/2"}), (O, {})
La resposta calculada és {z'/z}{a/2'}|(s) = {a/z}.

(100) Exemple.

La segilent és una refutacié SLD de l'objectiu ¢ r(z) respecte

del programa logic (92):
(= r(2), 1), (p(a"), g(«"), {f (&) [2}), (&= qla), {a/y}), (B, {})

La resposta calculada és {f(z')/z}{a/z'}|{sy = {f(a)/x}.

L’espai de cerca per a refutacions SLD ve donat per un arbre SLD:

(101) Definicié (arbre SLD).

Un arbre SLD d’'un objectiu G respecte d'un programa logic P
és un arbre d’objectius amb arrel GG tal que cada node [J no té filles 1
tal que per a cada node < Ay, ..., A,, per a cada clausula de programa

A« By,...,By tal que Ag i A sén unificables amb UMG 6, el node té
una filla (B, ..., By, A, ..., A,)8.
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Sigui la modificaci6 segiient del programa logic (92):

(102) p

(103) Exemple.

L’arbre SLD de l'objectiu < r(z) respecte del programa logic
(102) és el segiient:

— r(z)
/ ™~
—p(y), ¢(W{f(y)/x} —q(y){y/z}
« q(a){a/y} q(b){b/y} O{a/y}

|
O{}

Notem com cada branca correspon a una derivacié SLD. La derivacié
a 'esquerra és una refutacié amb resposta calculada {f(a)/z}, la deri-
vacio al mig és amb falla, i la derivacid a la dreta és una refutacié amb
resposta calculada {a/z}.

En quin ordre hem de provar de resoldre les clausules de programa amb el
literal seleccionat? En Prolog es trien en 'ordre en el qual apareixen llistades
en el programa. Sigui el programa logic seguent amb les clausules llistades
en l'ordre donat:

L’arbre SLD de l'objectiu + p(x), g(z) respecte de (104) que reflecteix 'ordre
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de les clausules és el seguent:

(105) <<_ p<$>’Q<$>’{}>
/ \
(q(0), |{b/$}> (¢ q(a)f {a/z})
(e T(b)|7 {o/u}) (&= r(a),{b/u})
(O.{})

Prolog fa un recorregut per profunditat d’esquerra a dreta d’aquest arbre
SLD: troba la resposta calculada {b/x} a l'esquerra; si es demanen més so-
lucions fa ‘backtracking’, tornant en el cami considerat desfent substitutions
fins a trobar un node amb una branca a la dreta, 1 reintentant per aquesta
branca, triant sempre el cami més a 'esquerra. Aixi segueix la branca a la
dreta, que és una derivacio SLD amb falla, 1 llavors no es donen més solucions.
Considerem ara que passa quan reordenem les clausules de (104):

(106) p(a)

p(b)
() ¢ r(z)
(b)

L’arbre SLD per a 'objectiu < p(z), ¢(x) respecte del programa logic (106)
per a aquest ordre de clausules és el seguent:

(107) <<_ P(‘L)7(J(JL>’{}>
_— T
(¢ (J(“)|a {a/z}) (« q(b)|, {b/z})
(¢ r(a), {a/u}) (¢ T(b)|a {o/u})
({O,{})

Aqui Prolog fallara a la branca a l'esquerra, fara backtracking i aleshores tro-

q
r

bara la refutacio SLD a la branca a la dreta, retornant la resposta calculada

{b/x}.



