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Eliminacié de calculs repetits



Eficiencia per eliminacié de calculs repetits

Iteracié:
» Afegim variables locals que recorden calculs ja efectuats per a
la propera iteracié
» No apareixen en la Pre ni la Post. L'especificacié no canvia

> Pero apareixen a l'invariant. Cal dir qué valen a cada iteracié

Recursié:

> Les variables locals no serveixen. Es creen noves a cada crida

» Funcié d'immersié d’eficiéncia, recursiva: Nous parametres
d’entrada o de sortida

» S'han d'afegir a la Pre/Post!

» La funcié desitjada no és recursiva, crida a la d'immersié



Immersions d'eficiéncia



Concepte d'immersié d’eficiéncia

» Font freqiient d'ineficiéncia: Repetir calculs ja fets

» En programes iteratius: Guardar variables temporals que
guarden resultats d'una iteracié a la segiient

» En programes recursius, una variable temporal és local a cada
crida recursiva. No guarda resultats d'una crida a I'altra

» Immersié d’eficiéncia: Introduccié de parametres o resultats
addicionals per transmetre valors ja calculats en/a altres crides

» Pot haver de fer-se a més d’'una immersié d’eficiéncia.



Exemple: suma dels k anteriors

// Pre: v.size() > k >= 0

// Post: retorna cert sii hi ha algun i entre k i
// v.size()-1 tal que v[i] = v[i-k]+...+v[i-1]
bool kanteriors(const vector<double>& v, int k);
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Exemple: suma dels k anteriors

bool kanteriors(const vector<double>& v, int k) {
int 1 = k;
while (i < v.size()) {
// Inv: no hi ha cap j < i tal que

// v[j]l = v[j-kl+...+v[j-1]
if (v[i] == suma(v,i-k,i-1)) return true;
++1;

¥

return false;

suma(v,i-k,i-1) cost k — cost total (n-k)-k



Exemple: suma dels k anteriors

Millora: propagar la suma dels k anteriors

bool kanteriors(const vector<double>& v, int k) {
double sum = O;
for (int j = 0; j < k; ++j) sum += v[j];
int i = k;
while (i < v.size()) {
// Inv: no hi ha cap j < i tal que
// v[jl = v[j-kl+...+v[j-1]
// i a mes sum = v[i-k]+...+v[i-1]
if (v[i] == sum) return true;
sum = sum - v[i-k] + v[il;
++i;
}

return false;

cost total proporcional a n, independent de k
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Exemple: suma de k elements anteriors

// Pre: v.size() > k >= 0

// Post: retorna cert sii hi ha algun i entre k i
// v.size()-1 tal que v[i] = v[i-k]+...+v[i-1]
bool kanteriors(const vector<double>& v, int k);

Primer, cal immersié d’especificacio:
// Pre: v.size() >=m >=k >= 0
// Post: retorna cert sii hi ha algun i entre m i

//  v.size()-1 tal que v[i] = v[i-k]+...+v[i-1]
bool i_kanteriors(const vector<double>& v, int k, int m);
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Exemple: suma de k elements anteriors

bool i_kanteriors(const vector<double>& v, int k, int m) {
if (m == v.size())
return false;
else if (v[m] == suma(v,m-k,m-1))
return true;
else
return i_kanteriors(v,k,m+1);

Problema: fem k sumes a cada crida
— cost total (n-k)-k
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Exemple: suma de k elements anteriors

Immersié d’eficiéncia:

// Pre: v.size() >=m >=k >= 0 i a mes

// sum = v[m-11+...+v[m-k]
// Post: retorna cert sii hi ha algun i entre m i v.size()-1
// tal que v[i] = v[i-k]+...+v[i-1]

bool ie_kanteriors(const vector<double>& v,
int k, int m, double sum);



Exemple: suma de k elements anteriors

// Pre: v.size() >=m >=k >= 0 i a mes
// sum = v[m-1]+...+v[m-k]
bool ie_kanteriors(const vector<double>& v,
int k, int m, double sum) {
if (m == v.size())
return false;
else if (v[m] == sum)
return true;
else return
ie_kanteriors(v,k,m+1,sum+v[m]-v[m-k]);

}

// Post: retorna cert sii hi ha algun i entre m i v.size()-1
// tal que v[i] = v[i-k]+...+v[i-1]

Crida inicial:

bool kanteriors(const vector<double>& v, int k) {
return ie_kanteriors(v,k,k,suma(v,0,k-1));
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Exemple: suma de k elements anteriors

Immersié d’eficiéncia alterativa: afegim la suma com a resultat, en
comptes de com a parametre d’entrada

// Pre: v.size() >=m >=k >= 0
// Post: retorna cert sii hi ha algun i entre m i v.size()-1
// tal que v[i] = v[i-k]+...+v[i-1], i a mes sum
// conte la suma de v[m-k...m-1]
bool ie_kanteriors(const vector<double>& v,
int k, int m, double& sum);

Exercici: la implementacié i la crida inicial.
Pista: cas base: m = v.size()
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Exemple: element frontissa

Diem que en un vector un element és frontissa si és igual que la
diferéncia entre els que el segueixen i els que el precedeixen

Exemples:
[1,3,11,6,5,4]
[2,1,1]
[1,2,1,0,4]



Exemple: element frontissa

// Pre: cert
// Post: retorna el nombre d’elements frontissa de v
int frontisses(const vector<double>& v);
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Exemple: element frontissa

int frontisses(const vector<double>& v) {

int i = 0;

int n = 0;

while (i < v.size()) {
// Inv: 0 <= i <= v.size() i n = frontisses de v[0..i-1]
if (v[i] == suma(v,i+l,v.size()-1) - suma(v,0,i-1)) ++n;
++1i;

}

return n;

}

Suposem que suma(v,a,b) fa de I'ordre de b-a operacions
Llavors el cost és de I'ordre de v.size()? - quadratic
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Exemple: elements frontissa
Millora: reaprofitar sumes fetes

int frontisses(const vector<double>& v) {
double sumapost = suma(v,1,v.size()-1);
double sumaant = 0;
int i = 0;
while (i < v.size()) {
// Inv: n = frontisses de v[0..i-1],
// sumaant és la suma de v[0..i-1],
// sumapost és la suma de v[i+l..v.size()-1]

if (v[i] == sumapost-sumaant) ++mn;
sumaant += v[i];
if (i < v.size()-1) sumapost -= v[i+1];
++i;

}

return n;

Cost lineal - de I'ordre de v.size()

Lleugera millora: mantenir directament sumapost-sumaant
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Exemple: elements frontissa

// Pre: cert
// Post: retorna el nombre d’elements frontissa en v
int frontisses(const vector<double>& V) ;

Primer, cal immersié d’especificacié:

// Pre: -1 <= i < v.size()
// Post: retorna el nombre d’elements frontissa en v[0..i]
int i_frontisses(const vector<double>& v, int i);
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Exemple: elements frontissa

// Pre: -1 <= i < v.size()
// Post: retorna el nombre de frontisses en v[0..i]
int i_frontisses(const vector<double>& v, int i) {
if (i == -1) return 0;
else {
int n = i_frontisses(v,i-1);
if (v[i] == suma(v,i+l,v.size()-1)-suma(v,0,i-1)) ++n;
return n;

Problema: recalcul de sumes - quadratic
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Exemple: elements frontissa

Immersié d’eficiéncia afegint parametres d'entrada:
Passem suma(posteriors), suma(anteriors) com a parametres

// Pre: -1 <= 1i < v.size(),
// sumaant = suma(v[0..i-1]), sumapost = suma(v[i+l..v.size()-1]
// Post: retorna el nombre de frontisses en v[0..i]
int ie_frontisses(const vector<double>& v, int i,
double sumaant, double sumapost);

Crida inicial; frontisses(v) és
ie_frontisses(v,v.size()-1,suma(v,0,v.size()-2),0)

Implementacié queda com a exercici
De I'ordre de v.size() operacions - lineal



Exemple: elements frontissa

Alternativa, immersi6 d'eficiéncia afegint resultats

// Pre: -1 <= i < v.size()
// Post: retorna el nombre de frontisses en v[0..i],
// sumaant = suma(v[0..i-1]), sumapost = suma(v[i+l..v.size()-1])
int ie_frontisses(const vector<double>& v, int i,
double& sumaant, double& sumapost));

Crida inicial:

int frontisses(const vector<double>& v) {
double sa,sp;
return ie_frontisses(v,v.size()-1,sa,sp);

¥

Implementacié queda com a exercici
De I'ordre de v.size() operacions - lineal
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Arbre de mitjanes

Donat un arbre de doubles, construir-ne un altre de la mateixa
forma que a cada node conté la mitjana dels valors del subarbre
arrelat al node corresponent de |'original

// Pre: a = A
// Post: retorna 1l’arbre de mitjanes d’A
BinTree<double> arbre_mitjanes(const BinTree<double>& a);

Dificultat: la mitjana d'un arbre NO es pot calcular a partir de
I'arrel i les mitjanes dels dos subarbres
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Arbre de mitjanes: Solucié ineficient

BinTree<double> arbre_mitjanes(const BinTree<double>& a) {
if (a.empty()) {
return BinTree<double>();
} else {
BinTree<double> bl, b2;
double x = a.value();
bl = arbre_mitjanes(a.left());
b2 = arbre_mitjanes(a.right());
double sl = sum(a.left()); double s2 = sum(a.right());
int nl = size(a.left()); int n2 = size(a.right());
return BinTree<double>((x+s1+s2)/(1+n1+n2),b1,b2);

Ineficient: Tres recorreguts de a.left() i a.right()
Cost quadratic (penseu cas de arbre “linia”)
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Arbre de mitjanes

Immersi6 d’eficiéncia: 1 recorregut que retorni a més suma i mida

// Pre: a = A

// Post: retorna 1l’arbre de mitjanes d’A, s conté

// la suma dels nodes d’A, i n conté el nombre de nodes d’A

BinTree<double> ie_arbre_mitjanes(const BinTree<double>& a,
double& s, int& n);

Crida inicial:

BinTree<double> arbre_mitjanes(const BinTree<double>& a)
double s; int n;
return ie_arbre_mitjanes(a,s,n);

N
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Arbre de mitjanes

BinTree<double> ie_arbre_mitjanes(const BinTree<double>& a,
double& s, int& n) {
if (a.empty()) {
s =0; n=0;
return BinTree<double>();
} else {
BinTree<double> bl, b2;
double sl1, s2;
int nl, n2;
double x = a.value();
bl = arbre_mitjanes(a.left(),sl,nl);
b2 = arbre_mitjanes(a.right(),s2,n2);
s = sl + s2;
n = nl + n2;
return BinTree<double>((x+s)/(1+n),bl1,b2);

Cost lineal
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Determinar si un arbre és equilibrat

Concepte important en estructures de dades avancades:
Un arbre és equilibrat si i només si
> els seus dos fills sén equilibrats, i a més

» la diferéncia d'alcades dels subarbres fills no supera la unitat.
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Implementacio, |

// Pre: a = A
// Post: el valor retornat indica si A es un arbre equilibrat
bool equilibrat(const BinTree<int>& a);

Suposem que ja tenim implementada la funcié
// Pre: a = A
// Post: el valor retornat es la longitud del cami més llarg

// de 1l’arrel a una fulla de l’arbre A
int alcaria(const BinTree<int>& a);

i que tarda temps proporcional a la mida de I'arbre




Implementacio, Il

// Pre: a = A
// Post: el valor retornat indica si A es un arbre equilibrat
bool equilibrat(const BinTree<int>& a) {
if (a.es_buit()) return true;
else {
BinTree<int> al, a2;
bool bl = equilibrat(a.left());
bool b2 = equilibrat(a.right());
int hl = alcaria(a.left());
int h2 = alcaria(a.right());
return (abs(hl - h2) <= 1) and bl and b2;

Pregunta: Fonts (plural) d'ineficiéncia?



Solucid: immersié d'eficiéncia

Retornar més informacié per evitar repetir calculs:

// Pre: a = A
// Post: retorna un booled que diu si A és equilibrat,
// i si el booled és true, h conté l’algada d4’A

bool i_equilibrat(const BinTree<int>& a, int& h);

Crida inicial:
bool equilibrat(const BinTree<int>& a) {

int h;
return ie_equilibrat(a,h);

30/51



Implementacié de la funcié d’'immersié

bool ie_equilibrat(const BinTree<int>& a, int& h) {
if (a.es_buit()) {
h = 0;
return true;

}

else {
int hl, h2;
if (not ie_equilibrat(a.left(),hl)) return false;
if (not ie_equilibrat(a.right(),h2)) return false;
return (abs(hl - h2) <= 1);

}

Clau de la justificacié: Per hipotesi d'induccid, si fem algun return
false esta ben retornat, i si no fem cap dels dos return false, hl i h2
contenen les altures dels dos fills d'a, i el return que fem també és
el resultat correcte
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Eficiencia: Consideracions generals



Concepte d'eficiéncia

(Informal; més rigorosament, a EDA)

Cost d'un algorisme: Funcié de la mida de I'entrada
» En temps: "nombre d'operacions de l'ordre de ...”
» En memoria: "nombre de bytes de I'ordre de ..."

“de I'ordre de ...” = “amb una constant multiplicant”
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Concepte d'eficiéncia

Exemple: programes que operen amb un vector de mida n, temps
proporcional a:

» Cerca seqiiencial: n

v

Cerca dicotomica: log, n
2

v

Ordenacié per seleccié o insercié: n

v

Ordenacié per barreja ("mergesort”’): nlog, n

v

Ordenacié rapida ("quicksort”): nlog, n

Diem "O(f(n))" per dir “f(n) amb una constant multiplicant
davant”



Més exemples d'eliminacié de calculs repetits



Funcié exponencial

Série de Taylor de I'exponencial

2 x3 X!

X
S =ltx+ o+ttt (1)

// Pre: x >0 in >0

double exponencial(double x, int n);
// Post: el valor retornat es la suma dels n primers termes
// de 1’expansio en série de Taylor de e“x
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Implementacié

// Pre: x> 0in>20
double exponencial(double x, int n) {

double e = 0;

int i = 0;

while (i < n) {
e += potencia(x,i)/factorial(i);
++1i;

}

return e;

// Post: el valor retornat es la suma dels n primers termes
// de 1’expansio en série de Taylor de e"x

// Inv: 0 <= i <= n,
// e conté la suma dels i primers termes de 1l’expansio
// en série de Taylor de la funcid exponencial

&
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Implementacié

Especificacié de les dues funcions auxiliars:

double potencia(double x, int n);
// Pre: x > 01in>20
// Post: retorma x"n

int factorial(int n);
// Pre: n >= 0
// Post: retorna n!



Millora d’eficiéncia

Calculs repetits tant al factorial com a la poténcia
Mantenir variable p = potencia(x,i) = x*potencia(x,i-1)
Mantenir variable f = factorial(i) = i*factorial(i-1)

Problema: x' i i! creixen molt rapid

pero x' /il decreix
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Millora alternativa

Sigui t; el terme i-essim de la série de Taylor

i i—1

t-—X— X * X —t X
N e T
to=x"/01 =1
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Implementacié

double exponencial(double x, int n) {
// Pre: x > 0; n >= 0

double e = 0;
double t = 1; // t conté x~0/(0!)
int i = 0;
// Inv: 0 <= i <=n
// t conté x~i/(i!);
// e conté la suma dels i primers termes de 1l’expansio
// en série de Taylor de la funcid exponencial
while (i < n) {
e += t;
++1i;
t = txx/1i;
by
return e;
// Post: el valor retornat es la suma dels n primers termes
// de l’expansié en série de Taylor de e”x

iy



Exercici: Funcié cosinus

Série de Taylor del cosinus

x> x* X6

COSX21_§+E_a+"' (2)

// Pre: n >= 0

double cosinus(double x, int n);
// Post: e conté la suma dels n primers termes de 1l’expansio en série
// de Taylor del cosinus de x

Pista: tg = ... , tiy1=...¢8...
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Exemple: La successié de Fibonacci

0 sin=20
fib(n) = 1 sin=1
fib(n — 1) + fib(n —2) sin>2

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89,144, 233,377, 610, 987, . ..
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Implementacié recursiva

// Pre: n >= 0
// Post: retorna fib(n)
int fibomacci(int n) {
if (n < 2) return n;
else
return fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2);

Quants cops cridem fibonacci(n-i) en executar fibonacci(n)?
Resposta: fib(i) cops (induccié!)
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Cost temporal?

fib(n) creix com ¢"
(¢ = rad auria = solucié de (¢ =1+ 1/¢) = ~ 1.618033...)

Calcul molt lent
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Truc

Suposem que tenim el parell (f,—1, f,—2)
Llavors, el parell (f,, f,—1) és

(fna fn—l) - (fn—l + fn—27 fn—l)



Versid iterativa

// Pre: n >= 0

// Post: retorna fib(n)

int fibonacci(int n) {
if (n <= 1) return n;

else {
int f1 = 1;
int f2 = 0;

int i = 2;
// Inv: f1 = fib(i-1), £f2 = fib(i-2), 2 <= i <= n
while (i <= n) {
int temp = f1;
fl1 = f1 + £2;
£f2 = temp;
++i;
}

return f1;
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Deteccié de la repeticié de calculs en programes recursius

#include <utility>
// Pre: n >0

// Post: retorna a "first" i "second" fib(n) i fib(n-1)
pair<int,int> i_fibonacci(int n);
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Implementacié funcié d’'immersié

// Pre: n > 0
// Post: retorna en "first" i "second"
// els valors de fib(n) i fib(n-1)
pair<int,int> i_fibonacci(int n) {
pair<int,int> p;
if (n==1) {
p.first = 1;
p-second = 0;
} else {
p = i_fibonacci(n - 1);
// HI: p.first i p.second contenen fib(n-1) i fib(n-2)
p = pair<int,int> (p.first + p.second, p.first);
}

return p;
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Crida a la funcié d’immersié

// Pre: n >= 0
// Post: retorna fib(n)
int fibomacci(int n) {
if (n == 0) return O;
else return i_fibonacci(int n).first;
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Alternativa

Funcions que retornen més d'un valor
— parametres per referéncia

// Pre: n > 0
// Post: retorna en f1 i f2 els valors de fib(n) i fib(n-1)

void i_fibonacci(int n, int& f1, int& £2);
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