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Recursivitat

Un metode en que la solucid d‘un
problema depen de la solucio del
mateix problema aplicat a
iInstancies més simples del mateix
problema
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Recursivitat

 Metodologia:

» Definir el cas que té una solucio trivial que no depéen de la solucio de
subproblemes: cas base

» Definir la relacié de recurréncia: la equacio que defineix la solucio del problema
a partir de la solucio de subproblemes més simples

* Aplicar el patré seglent:

def funcidé_recursiva (parametres)
if cas_base:
instruccions (sense crides a la funcio)

else:
solucio a partir del resultat d'una o més crides a funcio_recursiva
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Exemple factorial de 4

Quan val 4! ?

No ho sé, pero
espera un moment,
preguntaré 3!

i llavors ja et podré
contestar

Quan val 3!?

No ho sé, pero
espera un moment,

i llavors ja et podré

preguntaré 2!

contestar

Quan val 2!'? ~No ho sé, pero
espera un moment,
preguntaré 1!

i lavors ja et podré

contestar

Quanval 1!?

Ok gracies

Ja sé quan val 2!:
€s 2x1=2

%

Ok gracies

a sé quan val 3!:
€s 3x2=6

Ok gracies

a sé quan val 4!:
€s 4x6= 24

CAS BASE
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Exemple factorial de n.

* Relacio de recurrencia: n! = n *(n-1)! def frec(parametres) :
if cas_base :
Solucid trivial
e« Casbase;1'=1 elser e
Crida/es recursiva/es a la frec

* Aplicacio del patro:

def factorial(n) :
if n ==
return 1

else:

return n*factorial(n-1)

* Traca per n=4;
? ? ?
Factorial(4) —*® Factorial(3) —*® Factorial(2) —* Factorial(1)

4+6= 24 3*2=6 2*1=2 1
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Limit de |la recursivitat

>>> def no _acaba():

print ("una rosa és ...") Hi ha un limit a les crides recursives
no_acabal() per sobre del qual python no suporta
>>> no acaba() tenir més processos «en espera» de
una rosa és ... la resolucio d’altres crides
una rosa és ... recursives.

[....]

>>> import sys
>>> sys.getrecursionlimit()

una rosa es 1000

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
File "<stdin>", 1line 3, in no acaba
File "<stdin>", line 3, in no_acaba
File "<stdin>", line 3, in no _acaba
[Previous line repeated 992 more times]
File "<stdin>", line 2, in no acaba

RecursionError: maximum recursion depth exceeded while calling a Python

object

una rosa €s

El contingut esta disponible sota la llicéncia Creative Commons Attribution Share Alike si no s'indica el contrari.


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

GETI- Informatica- Curs 2023/2024- Q1- D. Tost

Recursivitat terminal per la cua

* Quan la instruccio que acaba la funcié eés una crida a la funcid sense cap operacio
(«Tail recursive»). L'interes d’aquestes funcions és que en molts llenguatges de
programacio, les funcions recursives per la cua es poden optimitzar. No és cas de
python, tot i que hi ha moduls especifics que ho intenten fer.

def factorial(n) def factorialTR(n, v=1):
if n == 1: if n == 0:
return 1 return v

else: _ return factorialTR(n-1, n*v)
return n*factorial(n-1)

factorialTR és «tail-recursive» perque a la crida recursiva, retorna directament
factorialTR sense cap operacié. factorial en canvi no és pergue hi ha una
operacio a la crida recursiva.
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Exemple 1 serie

Exemple: Dissenyeu la funcié recursiva terme que donat un def frec(parafnetres)
enter positiu /, retorna el terme t. de la serie numerica: Solucié trivial
=1 -> tl =10 eISCetl.rida/es recursivales a la frec
i>1 -> t=2t -3
Cas base:
i=1 def terme(1i)
terme(1) = 10 if 1 == 1:
return 10
Cas recursiu: else
i>1 return 2*terme(1i-1) - 3
terme(i) = 2*terme(i-1) - 3

Traca de terme(4):

. crida . crida . crida

\j terme(4) —p» terme(3) —P>  terme(2) —}\ terme(1)
Retorna Retorna Retorna
€ ;i03-59 +31 17%2-3 = 31 +17 10*2-3=17 *10

Retorna
10
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Exemple 2 serie

def frec(parametres) :
. ., . if b :
Exemple: Dissenyeu la funci6 recursiva texp que donat un e
real X i un enter /, retorna el terme t del desenvolupament en else: |
crida recursiva a la frec

serie de Taylor de la serie exponencial:

1 - i 5
i 1 T

) X J:_-I “: Ir- Il,. ..'!:
£ = EF = 1—F+E+F+T—E+"'
T | -
Cas bhase:
i =20

texp(x, 0) =1

Cas recursiu;
i = 0 i

texp(x, 1) = 1

def texp(x, 1)
1f 1 == 0:
return 1
else:
return x/i* texp(x, 1-1)
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Exemple 3 serie

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva exp que donat un
real xiunentern (n>0), retorna una aproximacio de n+1

termes del desenvolupament en serie de Taylor de exp(x):

def frec(parametres) :
if cas_base :
return
else:
crida recursiva a la frec

£ = J_?;F—I—F+E+I;—I+T—?+

Cas base: Cas recursiu:
n =1 n = 2 n
exp(x, 1) =1 + x exp(x, n) = exp(x, n-1) + %

def exp(x, n)
if n == 1:
return 1 + Xx
else:

return exp(x, n-1) + texp(x, n)
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Exemple 3 serie

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva exp que donat un def frec(parametres) -
real X iunentern (n>0), retorna una aproximacio de n if cas_base :
termes del desenvolupament en série de Taylor de exp(x): e, AT
x n 2 3 | 5 crida recursiva a la frec
7t = J__1_4'_+L+L+'!__J_+
S L gl T 3 1! h!

Inconvenient de la solucié anterior: quan calculem texp(x, 1) per sumar-lo a exp(Xx,
i-1), tornem a calcular tots els termes anteriors. Es molt poc eficient! Una alternativa seria
gue la funcio retornés també el terme anterior a més de la suma dels termes anterior. Aixi, no
recalculariem tot cada vegada. El problema llavors és que no volem que exp retorni 2 valors
sind nomes 1.

Solucio: fem una funcio que retorna només la suma i crida la funcié recursiva que retorna el
terme i la suma.

def exp2_rec(x, n):

if n == 1:
def exp2(x, n): return x, 1 + X
return exp2_rec(x, n)[1] else:

terme, suma = exp2_rec(x, n-1)
nou_terme = x/n*terme
return nou_terme, nou_terme + suma
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Exemple 4 serie

def frec(parametres) :
if cas_base :
. ., . return
Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva tcos que donat un else: |
angle x en radiants i un enter parell j, retorna el terme t de crida recursiva a la frec
la série cosinus:
2 4 6 0o 2n
cost =1— I——|—I——I——|— Z )I
2! 41 = (2n)! .
=0 def tcos(x, 1)
1f 1 == 0:
Cas base: return 1
i =0 else
tcos(x, 0) =1 t = tcos(x, i-2)
. t = -t*(x**2)/((1-1)*1)
Cas rgcursm. o return t
i = 0( 1%2 == 0)

tcos(x, 1) = + x'/i!
= + (xZ*x) /[ ((i-2) VX (i-1) * (1))
= - tcos(x, 1i-2)*x’/((i-1)*1i))
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Exemple 5 serie

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva s (n,

X1 =n

oy = { x;/2 si x; es parell, peri > 0

3x; +1 six; essenar

Per calcular x cal coneixer x i per calcular
x_ cal coneixer x_ i aixi successivament fins

a arribar ai =1, valor que es coneix (n) i a
partir del qual es pot anar calculant tots els
valors fins a x

Cas base:

| =1 - valor retornat n
Cas recursiu:

| >1 - valor retornat sera

i) que donat un enter n i un enter i
estrictament positiu retorna el i-essim element de la serie:

def frec(parametres) :
if cas_base :
return
else:
crida recursiva a la frec

def S(n, 1)
if 1 == 1:
return n
else :
x = S(n, 1-1)
1f xX%2 == 0:
return x/2
else:
return 3*x +1

S(n, i-1)/2 0 3*S(n, i-1) +1 dependent de si S(n, i-1) és parell o senar
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Exemple 6 serie

Exemple: Dissenyeu la funcio6 recursiva S (n) que donat un enter n retorna el n-essim

element de la série. Alerta ! Es diferent de I'anterior!!!

X| =n
xil2 si x; es parell, .

xm:{ : X €SP peri >0
3x; +1 s1x; essenar

Calen igualment dos parametres: n (per calcular
el cas base) i i per identificar el terme i-essim.
Segons l'enunciat pero, S nomeés té un
parametre. La solucid és que S(n) cridi una
funcio auxiliar Saux(n, i)

gue tindra els dos parametres necessaris i sera
recursiva.

def S(n):
return Saux(n , n)

def Saux(n, 1)

if 1 == 1:
return n
else :
Xx = S(n, 1-1)
1f xX%2 == 0:
return x/2
else:

return 3*x +1
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Exemple 7 llista | recorregut

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva suma que donada una llista retorni la suma dels
seus elements

Donada la suma dels elements de la resta de la llista a partir d’'una posicio idx (llista[idx+1]),
la suma dels elements de llista[idx:] és llista[idx] + suma(llista[idx+1:].

Imaginem que tenem una variable idx que comencga amb valor O i va avancant sobre
cadascun del elements de la llista.

Cas base: idx ==len(llista) - O

Cas recursiu: — suma(llista, idx+1) + llista[idx]

-~ ,r

|dx -'

idx ic:,x |d:-:
¢ ' crid,
~ suma([7, 3, 5)) [ gy suma([7, 3, 5)) \—a> _suma([7, 3, 5]) —‘ suma([7, 3 5])
<“ Retorna
Retorna etorna etorna
@ 7+8 =15 +3 E+5=8 +5 r;+0=5 0 0
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Exemple 7 llista | recorregut

Versio 1

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva suma que donada una llista retorni la suma dels
seus elements

Com en 'exercici anterior, cridem una funcio auxiliar que tindra dos parametres: la llista i
I'index. La llista es passa com a parametre en crides successives de la funcio. L'enter idx
serveix per saber quin tros de la llista cal visitar (de idx en endavant).

def suma(l):
return suma aux(l, 0)

def suma aux(l, idx) : >>> sum([7, 3, 5)
if idx == len(1): 18
return 0
else
return 1[idx] + suma aux(l, idx+1)
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Exemple 7 llista | recorregut

Versio 2

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva suma que donada una llista retorni la suma dels
seus elements

Si volem evitar la funcié auxiliar, podem afegir el parametre idx amb un valor de defecte (0).

def suma(l, idx=0):
if idx == len(l):
return 0 >>> sum([7, 3, 5)

else : 18
return 1[1idx] + suma(l, 1dx+1)

.f

'd d

( idx ( icll;c idx ) |d:~c
’ ' crid
_ suma([7, 3, 5]) | crda o suma([7, 3, 5)) \_a, _suma([7, 3, 5]) 4  suma([7, 3, 5])
.‘ . Retorna
Retorna etorna etorna
@ 7+8 =15 +3 E+5 =8 +5 rgﬂ) =5 0 0
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Exemple 7 llista | recorregut

Versio 3

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva suma que donada una llista retorni la suma dels

seus elements

def suma(l)
if len(l) == 0:
return 0

Cas base:
len() ==0 - suma(l) =0

else

Cas recursiu: :
return 1[0] + suma(l[1:])

len(l) >0 - suma(l) = I[0] +suma(l[1:])

Es crida de forma recursiva la funcido amb subllistes resultants d'escapcar el primer
element. L'inconvenient d’aquesta solucid és que crea subllistes i no es té
informacio del index de I’element actual (caldria passar-lo especificament), el que pot

ser una limitacio per alguns problemes especifics.

~ - - ~ ~ C nd - Cl |" d Ve
. suma([7, 3, 5]) }Lda»\ suma([3, 5]) - [ suma([s]) —gl suma([])
' ) . ) " Retorna
< Retorna etorna etorna +
A R *3 f;+5 =8 +5 Fm =5 0 0
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Exemple 8: llistes | cerca

Exemple: Dissenyeu la funcio recursiva busca_multiple que donada una llista /i un enter m
retorni I'index del primer element de la llista que és multiple de m. Si no en hi ha, cal
retornar -1

def busca multiple(l, m, idx = 0)
if idx == len(l):

return -1
else : A la que troba
if L[idx]%sm == 0: el mdaltiple el
return 1idx re_tornaalzs_l
else : crida anterior

return busca multiple(l, m, idx+1)

[2,5,6,8,09,12] 2,5, 6, 8,9, 12] 2,5, 6, 8,9, 12]
T 2 oy 2 1
1dX 1dX 1dX
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Meés |la setmana vinent
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