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Introduccién

Introduccidn

@ Quickselect (Hoare, 1962) selecciona el m-ésimo menor
elemento de entre n elementos
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@ Quickselect (Hoare, 1962) selecciona el m-ésimo menor
elemento de entre n elementos

o Particiona el vector dado en torno a un pivote y continda la
busqueda, recursivamente, en el subvector apropiado
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Introduccién

Introduccidn

@ Quickselect (Hoare, 1962) selecciona el m-ésimo menor
elemento de entre n elementos

o Particiona el vector dado en torno a un pivote y continda la
busqueda, recursivamente, en el subvector apropiado

@ Quickselect es eficiente (Knuth, 1971)

Cnm

)

mo(a) - n+ o(n) = 2(1 + H(w)) - n+ o(n)
=2-2(alna+(1—a)ln(l—a)))-n+o(n),

dondeOSa:%gl
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Introduccién

El algoritmo

Elem quickselect(vector<Elem>& A, int m) {
int 1 = 0; int u = A.size() - 1;
int k, p;
while (1 <= u) {
p = selecciona_pivote(A, 1, u, m);
swap(Alpl, A[11);
particiona(A, 1, u, k);
if (m < k) u = k-1;
else if (m > k) 1 = k+1;
else return A[k];
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Introduccién

Mediana-de-(2t + 1)

@ Usar una muestra de talla s = 2t + 1 para seleccionar el
pivote de cada iteracion mejora el rendimiento promedio y
reduce la probabilidad del caso peor
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Introduccién

Mediana-de-(2t + 1)

@ Usar una muestra de talla s = 2t + 1 para seleccionar el
pivote de cada iteracion mejora el rendimiento promedio y
reduce la probabilidad del caso peor

@ Para quickselect con mediana-de-3 (Kirschenhofer, Martinez,
Prodinger, 1995)

my(a) =24 31 — o)
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Introduccién

Mediana-de-(2t + 1)

@ Usar una muestra de talla s = 2t + 1 para seleccionar el
pivote de cada iteracion mejora el rendimiento promedio y
reduce la probabilidad del caso peor

@ Para quickselect con mediana-de-3 (Kirschenhofer, Martinez,
Prodinger, 1995)

my(a) =24 31 — o)

e Paratoda o, 0 < <1, mo(ar) > my(cx). Ademds moy =3y
m; =25
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Introduccién

Muestreo adaptativo

@ Usar la mediana de muestras no es lo mas natural
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Introduccién

Muestreo adaptativo

@ Usar la mediana de muestras no es lo mas natural

@ Por ejemplo, si buscamos el 110-ésimo de entre 10000 es mas
|6gico tomar el menor de una muestra de tres!
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Introduccién

Muestreo adaptativo

@ Usar la mediana de muestras no es lo mas natural

@ Por ejemplo, si buscamos el 110-ésimo de entre 10000 es mas
|6gico tomar el menor de una muestra de tres!

@ En proporcional-de-3 se usan muestras de tres elementos. Si el
rango relativo es < 1/3 se toma el menor de la muestra, si
estd entre 1/3 y 2/3 se toma la mediana, y si es > 2/3 se
toma el mayor de la muestra.
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

(95 ]10]12]3[1[11[15[7[2][8[13]6 |4 |14]
a=4/15<1/3
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

(95 ]10]12[3[1[11[15[7[2][8[13]6 |4 |14]
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

[7]5[4]6]3[1]8[2@15[11[13]12]10]14]
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

[7]5]4]6]3]1]8[2@15[11[13]12]10]14]
1/3<a=4/8=1/2<2/3
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

[7]5[4]6]3]1]8[2@15[11[13]12]10]14]
1/3<a=4/8=1/2<2/3
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

(154238 8[7[9]15][11]13]12]10]14]
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

[1[5[4][2 ]3P 8[7[9]15][11]13]12]10]14]
a=4/5>2/3
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

[1[5[4[2] 3P 8[7[9]15][11]13]12]10]14]
a=4/5>2/3
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Introduccién

Muestreo adaptativo

Ejemplo: Buscamos el cuarto (m = 4) de entre n = 15 elementos

(231 PN 5]6[8[7[9]15][11]13]12]10]14]
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Resultados Generales

© Resultados Generales
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

@ Usar el elemento de la muestra con rango relativo préximo a
a=m/n
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

@ Usar el elemento de la muestra con rango relativo préximo a
a=m/n

e En general: r(a) = rango del pivote con respecto a la muestra,
cuando seleccionamos el m-ésimo de entre ny a = m/n
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

@ Usar el elemento de la muestra con rango relativo préximo a
a=m/n

e En general: r(a) = rango del pivote con respecto a la muestra,
cuando seleccionamos el m-ésimo de entre ny a = m/n

@ Dividir [0, 1] en ¢ intervalos con extremos
O=ap<a<a< --<ag=1

Sea ry el valor de r(«) cuando « pertenece al k-ésimo
intervalo
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

o Para mediana-de-(2t+1):¢=1yn=t+1
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

o Para mediana-de-(2t+1):¢=1yn=t+1

@ Para proporcional-de-s: { ='s, ay = k/sy r, = k
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

o Para mediana-de-(2t+1):¢=1yn=t+1

@ Para proporcional-de-s: { ='s, ay = k/sy r, = k

o Estrategias del tipo “proporcional-de”: £ = sy r, = k, pero
los extremos de los intervalos ax # k/s
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Resultados Generales

Muestreo adaptativo

o Para mediana-de-(2t+1):¢=1yn=t+1
@ Para proporcional-de-s: { ='s, ay = k/sy r, = k
o Estrategias del tipo “proporcional-de”: £ = sy r, = k, pero

los extremos de los intervalos ax # k/s

@ Una estrategia de muestreo es simétrica si

rla)=s+1—-r(1—-a)
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Resultados Generales

La recurrencia

@ Probabilidad de que el r-ésimo elemento de una muestra de
tamano s sea el j-ésimo elemento de los n elementos dados:

j-1y (n=j
) = ("1(),,()5"), 1<r<s<n 1<j<n
S

)
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Resultados Generales

La recurrencia

@ Nimero medio de comparaciones C, , para seleccionar el
m-ésimo de entre n:

Crm =0+ ©(1 Z 7r Ci—1,m
j=m+1
m—1
+Z7TE75Jr) Cojom-—j
j=1
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Introduccién

Resultados Generales
Proporcional-de-2

Propor -de-3

-find

Muestreo adaptativo 6ptimo

Un teorema general

Teorema |

. G
Sea f(a) = limp_o0 m/nosa =2

e Entonces

s!

(r(@) — 1)1(s — r(a))!
/ (%) X1 — ) o

“ u r()—1r1  J\s+1l—r(a)
+/0 f<1_X>X (1-x) dx

fla) =1+
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Resultados Generales

Dos proposiciones elementales

@ Si r(«) es simétrica entonces f(a) = f(1 — «)
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Resultados Generales

Dos proposiciones elementales

@ Si r(«) es simétrica entonces f(a) = f(1 — «)
@ Sea rp = limg—o r(a). Entonces

s+1
lim f =
aILnO (e) s+1—n

Para las estrategias del tipo “proporcional-de-s" tenemos
ro =1y por tanto, f(0) = 1+ 1/s; para mediana-de-(2t + 1)
tenemos m;(0) = 2
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Introduccién
Resultados Generales
Proporcion
Propc

Muestreo adaptativo 6ptimo

La ecuacién diferencial general

Sea fy la restriccion de f(«) en el k-ésimo intervalo. Para cualquier
estrategia de muestreo adaptativo

ds+2 (_1)s+1—rk . sl dfk+1
dast2 fk(a) = a5+1*’k(rk _ 1)[ darkt1 fk(a)
sl d5+2*fk

(= o) (e = rt dasv2r )

+
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Proporcional-de-2

© Proporcional-de-2
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Proporcional-de-2

Proporcional-de-2

@ La ecuacidn diferencial es

d*¢1 2 dpr 2

_ L4 =0
dx? 1—x dx x2¢1

donde ¢1(x) = f{'(x) y f2(x) = (1 — x)
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Proporcional-de-2

Proporcional-de-2

@ La ecuacidn diferencial es

d?¢r 2 dpp 2

_ b =0
dx? 1—x dx x2¢1

donde ¢1(x) = f{'(x) y f2(x) = (1 — x)

@ La solucién es

ﬂ(x)_a<(x—1)|n(1—x)+)§+);2_X>

—b(1+H(x))+cx+d
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Proporcional-de-2

Proporcional-de-2

3.386. ..
3.113...
2.75
my (@)
2
f(@)
1.5 a

0.0 0.5 1.0
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Proporcional-de-2

Proporcional-de-2

C. Martinez

3.386. ..
3.113...
2.75
2
f=2.598
1.5 o
0.0 0.5 1.0
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Proporcional-de-2

Proporcional-de-2

3.386. ..

3.113...

2.75
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Proporcional-de-3

@ Proporcional-de-3
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Proporcional-de-3

Proporcional-de-3

@ Para proporcional-de-3,

f(x) = —Go(1 + H(x)) + G + Cox + GKi(x) + GKa(x),
fQ(X) = —C5(1 =F H(X)) aF C6X(1 = X) =F C7,

donde
Ki(x) = cos(v2Inx) - Z Apx"* 4 sin(v2Inx) - Z B,x"t*,
n>0 n>0
Ka(x) =sin(v2Inx) - Y~ Apx""* — cos(vV2Inx) - > B,x™t*
n>0 n>0
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Proporcional-de-3

Proporcional-de-3: Batfind

2.75
2.723...
2
my ()
4/3 — a
0.0 0.202... 0.5 1.0

0.276. ..
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Proporcional-de-3

Proporcional-de-3: Batfind

C. Martinez

T F=2421...
2.723. ..
2
4/3 a
0.0 0.5 1.0
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Proporcional-de-3

Proporcional-de-3: Batfind
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v-find

Q -find
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v-find

@ Sia=1/3—€6a=2/3+ € entonces harlamos mejor
usando la mediana de la muestra y no el menor o el mayor
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v-find

@ Sia=1/3—€6a=2/3+ € entonces harlamos mejor
usando la mediana de la muestra y no el menor o el mayor

e v-find generaliza a batfind, situando los puntos de corte en
aa=vya=1—v
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v-find

@ Sia=1/3—€6a=2/3+ € entonces harlamos mejor
usando la mediana de la muestra y no el menor o el mayor

e v-find generaliza a batfind, situando los puntos de corte en
aa=vya=1—v

@ La funcidn f,(«) caracteristica de v-find satisface las mismas
ecuaciones diferenciales que la de batfind pero las constantes
C; dependen de v: C; = Ci(v)
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v-find

f1/3(a)

0.1 0.3 0.5 0.7
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v-find

0.1 0.3 0.5 0.7
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v-find

0.1 0.3 0.5 0.7
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v-find

fl/* (O‘)

0.1 0.3 0.5 0.7
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v-find

f1/7(04)

0.1 0.3 0.5 0.7
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f1/3(a)

Jo (O/)
fiy7(@)

0.1 0.3 0.5 0.7
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v-find

Quickselect con muestreo adaptativo



fiu(v)

f2,u(l/)
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.['I,II(V)

f2,u(l/)
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Introduccién
Resultado:
Propo
Proporci
v-find
Muestreo adaptativo 6ptimo

El valor éptimo de v

Teorema

Existe un valor v* = 0,182 . .. tal que para cualquier v,
0 <v<1/2,ypara cualquier o, 0 < a < 1,

fu+(a) < f (@)

Ademds v* es el dnico valor de v en (0,1/2) tal que f, es
continua, es decir,
fra(v7) = fir 2(V7)
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El valor éptimo de v

e El valor v* minimiza f,(1/2) (coste de localizar la mediana) y
f, (coste de localizar un rango aleatorio):

f,(1/2) = 2,659. ..

Fe =2342. ..
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v-find

v-find vs. quickselect estandar

max{f1,(v), f2.,(v)}

3.00
2.75
2.50
2.25

2.00
1.75 T

1.50 I I I I > v
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v-find

v-find vs. proporcional-de-2

max{f1 ., (), f2.,(v)}

3.00
2.75
2.50
2.25

2.00
1.75 T

1.50 | | — R
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v-find vs. mediana-de-3

3.00
2.75
2.50
2.25
2.00
1.75
1.50

max{f1 ., (), f2.,(v)}

mq (V)
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Muestreo adaptativo 6ptimo

Q Muestreo adaptativo optimo
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Introduccién
Resultado:
Propo

-find
Muestreo adaptativo 6ptimo

Optimalidad de las estrategias proporcionales

Teorema
Sea {fs(v)}s>1 la secuencia de funciones caracteristicas de una
familia de estrategias simétricas con muestras de tamafo s. Si
lims_.o0 r(cv)/s = « (son de tipo proporcional) y
r(a) > a-s+1—a para o <1/2 y s suficientemente grande (no
son proporcionales puras) entonces

fo(a) = lim fs(a) =1+ min(a,1 — )

5§—00
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