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Capitulo 1

Logica Proposicional

1.1 Sintaxis de la Légica Proposicional
Definicién 1.1 (Lenguaje)
1. congunto de simbolos atémicos o variables: {P,Q,R,S,..., P, P;,...}.

2. conjunto de conectivas proposicionales: =, V, A, —, <.

3. paréntesis: (, ).

Definicién 1.2 (Férmula)

1. Toda variable o dtomo es una formula.

2. Si A y B son formulas, entonces (mA), (AAB), (AV B), (A — B), (A < B) son

formulas.
3. Nada mds es una formula

Ejemplo: ((— (év Q) — (R /\\b:_/)) es una férmula
—~— >

-

Eliminacién de paréntesis

e Los exteriores siempre se pueden eliminar.

e Eliminaremos paréntesis siguiendo las reglas de prioridad: —, A/V, = / ¢
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Ejemplo: ((~(PVQ)) — (RAS)) puede escribirse como (=(PVQ)) — (RAS) eliminando
los paréntesis exteriores. Esta tdltima puede escribirse como (P V Q) — (R A S), dado
que la negacién tiene mas prioridad que la implicacién, y finalmente se puede sacar el
paréntiesis de la conjuncién final, dado que la conjuncién tiene mas prioridad que la

implicacién. Obtenemos —(PV Q) — RA S,y no se pueden sacar mas paréntesis.

Definicién 1.3 (Forma arbdrea)

1. El drbol correspondiente a una variable proposicional es un nodo.

2. 85iTx y Tp son las formas ardreas correspondientes a las formulas A y B, entonces

= A V —
| <N <N <N
NN NN NN

son las formas arbdreas de (—A), (AAB), (AVB) y (A — B).

1.2 Semantica

Para evaluar si una féormula es cierta o falsa necesitamos primero asignar valor a las
variables. Las interpretaciones son funciones que hacen estas asignaciones.

Una interpretacion I es una funcién del conjunto de variables en {0, 1}
I : Conjunto de Variables — {0,1}

Una interpretacién es adecuada a una férmula si asigna un valor 0 6 1 a todas sus
variables. Podemos extender cualquier interpretacién I a una funcién I’ que asigna valores

0 61 a todas las férmulas que podemos formar con el conjunto de variables.
1. Para toda variable proposicional P, I'(P) = I(P)

sil'(F)=1yI'(G) =1

en caso contrario

2. I’(F/\G):{ (1)

siI'(F)=0yI'(f)=0

en caso contrario

3. I’(FVG):{ (1)
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. o sirFE =0
4. I'(~F) _{ 1 siI'(F)=1

0 sil'(F)=1yI'(G)=0

1 en caso contrario

5. I’(F—>G):{

Definicién 1.4 (Satisfactible e Insatisfactible) Decimos que una férmula es satisfac-
tible si existe alguna interpretacion que la satisface. Una formula es insatisfactible o con-
tradiccién sii ninguna interpretacion la satisface. Finalmente, una férmula es vilida o

tautologfa sii toda interpretacion la satisface.
Lema 1.5 Una formula F es vilida sit —F es insatisfactible.

Demostracion:

F es vilida sii para toda interpretacién I, I'(F) = 1
sii para toda interpretacién I, I'(=F) = 0

sii = F es insatisfactible

Lema 1.6 Si A y A — B son tautologias, entonces B es una tautologia.

Demostracion: Supongamos que A y A — B son tautologfas. Supongamos que B no
es una tautologia. Entonces existe una interpretaciéon I que falsifica B. I satisface A y

A — B, pero [ falsifica B. Contradiccion. Por tanto B es una tautologia. [ |

Definicién 1.7 (Equivalencia y Consecuencia légica) Una férmula A es equivalen-
te @ B (A = B) sii para toda interpretacion I, I satisface a A sii I satisface a B. Una
formula A es consecuencia légica de un conjunto de formulas T' (I' E A) sii toda interpre-

tacion I que satisface a todas las formulas de T' también satisface a A.

Ejemplo: Veamos que A, A — B F B. Sea I una interpretacion arbitraria. Si I satisface

a Ay A — B, entonces estd forzada a satisfacer a B.

Lema 1.8 Sea I' un conjunto de formulas, y sea \T la conjuncion de todas las formulas
de T'. EntoncesT'F A sii AT A —A es insatisfactible.

Demostracidn: Ejercicio. [ |
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Teorema 1.9 (Teorema del Reemplazamiento) Si F = G y H es una formula que
tiene F como subférmula, entonces H = H' donde H' es el resultado de reemplazar una

ocurrencia de F por G en H.

Demostraciéon: Por induccién sobre la profundidad del 4rbol de una férmula H.

e Caso base (profundidad 0). H es una variable. H = F = G,y H' = G. Por tanto,
H=H'"

e Paso de induccién: Suponemos que el enunciado es cierto para toda férmula de
profundidad < k. Sea H una férmula de profundidad k + 1.

e Caso 1: H =—H;: H; tiene profundidad k: F es subférmula de H y F = G.

— Si F = H, la demostracién es como en el caso base.

— Si F es subférmula de Hy, por hipotesis de induccién H; = Hy, donde H es el
resultado de reemplazar F por G en H,. H' = —H].

Dado que H| = Hy, por la definicién semdntica de la -, H = H' (H' = -H;| =
_|H1 - H)

e Caso2: H= H,V H,. F es una subférmula de Hy o de Hy 0 es Hy V Hs.

— Si F es una subformula de Hy, como H; tiene profundidad < k, Hy = Hj.
H'=H{V Hy y H= H' por la definicién semdntica de V.

— Si F es una subférmula de Hj, lo demostramos como el caso anterior.

— Si F es Hy V Ho, entonces la demostracion es como en el caso base.

o El resto de los casos se hace de forma similar.

Teorema 1.10 (Equivalencias elementales)

FAF=F ) )
idempotencia
FVF=F
FAG=GAF )
conmutativa
FVG=GVF

(FAGYNH=FA(GAH)

asociativa
(FVG)VH=FV (GVH) }
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FA(FVG)=F } y
absorcion
(FV(FAG)=F
FAGVH)=(FAG)V(F
FV(GANH)=(FVG)A(F
——F = F} doble negacion
—(FAG)=-FV-G
-(FVG)=-FA-G
FVG=F si F es tautologia
FANG =G si F es tautologia

H
C ) } distributiva

H)
} leyes deMorgan

} leyes de la tautologia

FV G =G si F es insatisfactible
FANG=F si F esinsatisfactible

F—-G=-FVG
Fo&G=(F->GANG—F)

} leyes de la insatisfactibilidad

transformacion de tmplicaciones

Demostracion: Ejercicio. [

Lema 1.11 (Generalizacion de la distributiva) A partir de las leyes de distributibi-

dad anteriormente dadas, podemos obtener las siguientes:

)=V rne

i=1j5=1

<
Eﬁ
?<s
W

AFIVAG) = A NFVE,

=1 7=1 i=17=1

Demostracion: Se demuestra por induccién sobre el nimero de disyunciones (o conjun-

ciones) n. Ejercicio. |

Ejemplo: (AVB)A(CVD)=(AN(CVD))V(BA(CVD)=(AANC)V(AAD)V
(BAC)V (BAD)

Ejemplo: Demostrar que (AV (BVC))A(CV—-A)=(BA-A)VC



10 CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

(AV(BVC)A(CV-A=(AVB)VC)A(CV—-A) : asociativa + teor. del reemplaz.
=(CV(AVB))A(CV—-A) : conmutativa + teor. del reemplaz.

=CV ((AV B) A—A) : distributiva

=((AvB)A-A)VC : conmutativa

=((AA-A)V (BA-A))VC : distributiva + teor. del reemplaz.
=(BA-A)VC : leyes de la contrad. + teor. del reemplaz.

1.3 Formas normales

Definicién 1.12 (Literal) Un literal es o una variable o la negacion de una variable.

Definicién 1.13 (Forma Normal Conjuntiva (FNC)) F esta en FNC sii F es una

conjuncion de disyunciones de literales. Es decir:

m
Vi
15=1

Definicién 1.14 (Forma Normal Disyuntiva (FND)) F esta en FND sii F es una

disyuncion de conjunciones de literales. Es decir:

F =

>

2

n

F=\ Nk

1= j:]

—

Teorema 1.15 Para toda formula F, existe otra equivalente en FNC, y otra en FND.

Demostracién: Por induccién sobre la profundidad de F.
e Caso base, profundidad 0. F es una variable. F' esta en FNC y FND.

e Paso de induccién: Supongamos que toda formula de profundidad hasta & tiene otra
equivalente en FNC y otra en FND. Sea F una férmula arbitraria de profundidad
k+1.

e Caso 1: F = ~(G. Por la hipotesis de induccién, existen Gy y G5 equivalentes a G,
estando G1 en FNC y G5 en FND.

Aplicando las leyes de deMorgan a =G obtenemos una férmula equivalente a F' y
en FND.

Aplicando las leyes de deMorgan a =G5 obtenemos una férmula equivalente a F y

en FNC.
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e Caso2: F =GV H. Gy H tienen profundidad < k + 1.

Por la hipétesis de induccién, G y H tienen férmula equivalente G’ y H' en FND.
La FND de F es G'V H'.

Sean G" y H" las FNC de G y H.

n m
1 1 " "
¢"=N\G!yH" = \ H]
=1 7=1
donde G}y H} son disyunciones de literales.
n

et R
=1 j=1

i=1j5=1

Algoritmo para buscar FNC y FND Para buscar la FNC y la FND de una férmula

dada F, podemos utilizar el siguiente algoritmo:
1. Eliminar — y ©.

2. Usar las siguientes equivalencias para poner todas las negaciones al lado de las va-
riables.

[ —|—|GEG
. ﬁ(G\/H)E—!GV—!H
. ﬁ(G/\H)E—!G/\—!H

3. Usar las leyes distributivas.
FV(GANH)=(FVG)A(FVH)
FA(GVH)=(FANG)V(FAH)

4. Hacer simplificaciones.
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1.4 Resolucién

Definicién 1.16 (Cldusula) Una cldusula es una disyuncion de literales.

Veamos como verificar F A o bien Ay,..., 4, E A. Sabemos que Ay,..., A, F A
sii Al 4; A=A es una contradiccién. Ponemos A, A; A =A en FNC. Si sacamos las
conjunciones tenemos un conjunto de cliusulas, a las que podemos aplicarles la siguiente
regla:

Cyv{l} Cyv{l}
CiruUCy

Aplicamos la regla a las cliusulas iniciales y a las que vamos obteniendo hasta obtener

la cldusula vacia o [J. Nota: la inica manera para obtener [J (cldusula vacia) es haber

obtenido previamente p y —p para alguna variable p.
Lema 1.17 Cy VI, (), VIE CiuUCy

Demostracion: Sea I una interpretacién arbitraria que satisface a Cy VIy a Cy VI

e Caso 1: si I no satisface a l, entonces I ha de satisfacer a algin literal de C; y por
tanto a C; V Cy

e Caso 2: si I satisface a [, entonces I no satisface [ y I ha de satisfacer a algiin literal
de Cy y por tanto a C; V Cy

En ambos casos I satisface a C VvV Cy [ ]

Definicién 1.18 (Res(F)) Sea F un conjunto de cldusulas (F en FNC):
Res(F) ={C| C puede obtenerse resolviendo 2 cliusulas de F}

Res’(F) = F

Res"t1(F) = Res(Res"(F))

Res*(F) =, Res"(F)

Teorema 1.19 (Teorema de la consistencia) Si[ € Res*(F), entonces F es insatis-

factible.
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Demostracion: Suponemos [ € Res*(F) y que F es satisfactible.

Existe una interpretacion I tal que I satisface a todas las cldusulas de F.
e [ satisface a Res(F) (por el lema 1.17)

e [ satisface a Res™(F) Vn (por el lema 1.17)

e [ satisface a Res*(F)

O € Res*(F) y también [ y [ para alguna cldusula. Contradiccién. F es insatisfactible. m
Teorema 1.20 (Teorema de Completitud) Si F es insatisfactible, entonces 0 € Res*(F).

Demostracién: Por induccién sobre n, el nimero de variables de F. (Vn si F tiene n

variables, entonces si F' es insatisfactible, 00 € Res*(F))
e Caso n = 0. F no tiene variables y es insatisfactible. Por tanto, F = {O0}.

e Paso de induccién: Suponemos que la propiedad se cumple para férmulas de hasta n
variables. Sea F una férmula de n+ 1 variables e insatisfactible. Sea {p1,...,pn+1}

el conjunto de variables de F. Definimos ahora las siguientes férmulas:

{ Fj serd el resultado de asignar 0 a p,41 en F

F} serd el resultado de asignar 1 a p,41 en F

Veamos primero que Fy y F) son insatisfactibles. Supongamos que Fj es satisfactible.
Sea I la interpretacién que la satisface. Entonces I U {p,+; — 0} satisface a F.
Contradiccién, y por tanto Fy es insatisfactible. Un argumento similar demuestra

que F es insatisfactible.

Dado que Fy y F; son insatisfactibles, y tienen como maximo n variables, por la
hipétesis de induccién, O € Res*(Fy) y O € Res*(Fy).

ACy,...,Cp y 3CY,...,C} tales que C, = Oy C;, = O, y C; es, o bien de Fy o
se obtiene de dos anteriores por resolucién (lo equivalente ocurre con las cladsulas
C;) Si en las clausulas de Fy introducimos p,4; donde se habia eliminado, las
secuencia Cq,...,C), se convierte en otra que genera pp4+1. Y si en las cldusulas
de Fy introducimos —p,41 donde se habia eliminado, las secuencia Cfi,...,C}, se
convierte en otra que genera —p,+1. Tomando estas dos nuevas secuencias acabadas

el Ppy1 ¥ “Pnt+1 respectivamente, y resolviendo pn,41 con —p,41 se obtiene 0. Por
tanto O € Res™(F).
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Teorema 1.21 (Teorema de Compacidad) Un conjunto de férmulas § es satisfactible

sit todo subconjunto finito de § es satisfactible

Demostracion:
—) Trivial

<) Suponemos que todo un conjunto finito de férmulas es satisfactible. Sea F,, el sub-
conjunto de § que contiene solo las férmulas con variables en {p1,...,pn}. §n puede
ser infinito pero es equivalente a un conjunto finito. Esto es asi porque solo existen
22" tablas de verdad diferentes con n variables.
Existe un k < 22" y {Fy,..., F;} tal que {F,..., F,} = 3. Sea I, la interpretacién
que satisface a {Fy,..., Fx} y a §,. I, también satisface a §1,..., Fr-1-
Ahora construimos una interpretacién I que satisfaga a §. Daremos valores 0/1 a las
variables proposicionales en orden pq, pa, ...y mantendremos un conjunto de indices
infinito que al principio sera N. Supongamos que I da valor a pq,...,p,_1. Veamos

como da valor a p,,.

— Si hay infinitos indices i tal que I;(p,) = 1 entonces:
I(pn) =1 y indices = indices — {i|I;(p,) = 0}
— Si no, entonces:

I(pn) =0 y indices = indices — {i|I;(p,) = 1}

Veamos que I satisface a todas las férmulas de §. Sea F € §, suponemos que las
variables de F estdn entre {py,...,p}, asi pues F € F;, Fr41,..+ ¥ se cumple que
Il(F) = 17Il+1(F) = 17 s

Un subconjunto infinito de interpretaciones {Ij, I;41,...} coinciden con I en sus

asignaciones de valores a pq, ..., p,. Por tanto, I(F) = 1.

1.5 Restricciones de Resolucion

Definicién 1.22 (Cldusula de Horn) C es una cldusula de Horn si tiene como mdzimo

un literal positivo.
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Ejemplo: La siguiente es una clatsula de Horn:
PVGVTVS=pAgAr —s

Definicién 1.23 (Férmula de Horn) Una férmula de Horn es una férmula en FNC

donde todas sus cldusulas son cldusulas de Horn.

Definicién 1.24 Una claiisula es unitaria, si tiene un solo literal. Resolucién unitaria es
la restriccion de resolucion donde en cada aplicacion de la regla de resolucion, una de las

dos claisulas es unitaria.

Algoritmo para verificar Satisfactibilidad de una fé6rmula de Horn
1. Si existen clausulas unitarias p, marcar la variable p

2. Mientras hayan clausulas py A...Ap, =+ qop1 A...Ap, — 0 donde py,..., p, estan

marcadas, hacer:

p1A...Ap, — q Marcar las ocurrencias de ¢
p1A...Ap, — 0 Output insatisfactible y parar

3. Output satisfactible y parar

La interpretacién que satisface la férmula es: dar valor 1 a las variables marcadas y valor

0 al resto.

Teorema 1.25 Sea C' un conjunto de claisulas de Horn. C es insatisfactible si y solo si

a partir de C podemos obtener la claisula vacia haciendo resolucion unitaria.

Demostracion: Ejercicio. [
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Capitulo 2

Logica de Primer Orden

2.1

Sintaxis de la Légica de Primer Orden

Definicién 2.1 (Lenguaje)

1.
2.

conjunto de conectivas: —,V, A, —
paréntesis: (,)

conjunto de constantes: {a,b,c,...,a1,az,...} (podemos contemplarias como simbolos
de funcion 0-arias)

conjunto de simbolos de relacién: {P,Q, R, S? ...}
conjunto de simbolos de funcion: {f,g,h,..., f1, f2,...}

cuantificadores: ¥, 3

Definicién 2.2 (Término)

/.

toda variable es un término
toda constante es un término

st f es un simbolo de funcion n-aria y t1, ..., t, son términos, entonces f(t1, ..., t,)

es un término

4 7/ .
nada mds es un término

Definicién 2.3 (Forma arbdérea de un Término)

17
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1. El drbol correspondiente a una variable o una constante es un nodo.

2. §iTy,...,T, son las formas ardreas correspondientes a los términos t1,...,t,, y f

es un simbolo de funcion n-ario, entonces

AN
AA

es la forma arborea de f(ty,... t,).

Definicién 2.4 (Férmula atémica) Si P es un simbolo de relacion n-ario y ty,...,t,

son términos, entonces P(ty,...,t,) es una férmula atémica.

Definicién 2.5 (Férmula)

1. toda formula atémica es una férmula

2. Si A y B son formulas, entonces (—A),(AAB),(AV B),(A— B), (JzA), (VzA) son

formulas

3. nada mds es una formula.

Definicién 2.6 (Forma arbérea de una Férmula)

1. El drbol correspondiente a una formula atémica es un nodo.

2. §i Ty y Ty son las formas ardreas correspondientes a las formulas A y B, entonces
- A \ 3 v
} 7 N N iy /

son las formas arboreas de (—A), (AAB), (AV B) (3zA) y (VzA).

Definicién 2.7 (Subférmula) Una subférmula de A es un drbol que cuelga de un nodo

del drbol de A.
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Ejemplo: F =Va(3y(P(z) AQ(f(a),y)) = R(z,y))
2 ocurrencias de z ligadas a Vz
2 ocurrencias de y, una ligada a Jy y la otra libre

Subférmulas de F: F,3y(P(z) AQ(f(a),y)) = R(z,y),
Fy(P(2) AQ(f(a),y)), R(z,y), P(x) ANQ(f(a),y), P(2),Q(f(a),y)

Definicién 2.8 (Variables ligadas y libres) Una ocurrencia de una variable z en F
estd ligada st z ocurre en una subformula de F de la forma 3z o V. Si no, la ocurrencia

estd libre.

Definicién 2.9 (Férmula cerrada) Una formula es cerrada si no tiene variables que

ocurran libres.

Ejemplo: 3z(P(z) AQ(z, f(2)) = FyVzR(z,y))
El cuantificador més cercano que precede una variable, es el que la liga. La dltima z de
la férmula ocurre en dos subférmulas de la forma 3z o Vz. El que liga la variable es el Vz.

Hemos marcado la variable ligada y la que liga con z.

Eliminacién de Paréntesis Como en la légica proposicional, se pueden quitar algunos
pares de paréntesis en las formulas. Los paréntesis exteriores siempre se pueden quitar.

Ademds podemos quitar paréntesis teniendo en cuenta las siguientes prioridades.

1.V, dy -
2. Ay V

3. —

2.2 Semantica

Un modelo o estructura es un par (U, I) donde U es el universo o conjunto no vacio, e I
es una funcién que:

asigna a simbolos de relacién n-arios, predicados n-arios en U (C U™)

asigna a simbolos de funcién n-arios, funciones n-arias en U (U™ — U)

asigna a cada constante un elemento de U

= W NN

asigna a cada variable un elemento del dominio
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Definicién 2.10 (Modelo Adecuado) Sea F una formula y M un modelo, M es un
modelo adecuado a F si M interpreta todos los simbolos de relacion, funcidn, constantes
y variables libres de F.

Ejemplo: Va(P(z,9(z)) vV Q(f(2,a)))
Un modelo adecuado serfa M = (U, I) donde:

U=N

P—{<n,m>|n<m}
Q—{n|n es primo}

I= g—funcién sucesor
f—funcién suma

a—0

Definicién 2.11 (Evaluacién de Términos) Sea t un término:
1. sit =z, entonces M(z) = I(x)
2. sit=a, entonces M(a) = I(a)

3. sity,...,tr son términos y f es un simbolo de funcion k-ario, y t = f(t1,...,tn),
entonces:

M(t) = M(f(trs s tk)) = I(F)(M(t), - .., M(tg))

Nota: antes de explicar como se evalua una férmula, explicaremos la notacion M, /).

Mz /) es el modelo M donde se ha cambiado la interpretacion de z a el elemento u del
dominio.

Definicién 2.12 (Evaluacién de Férmulas) Sea F' una formula y M un modelo:

1. si F es atémica, F = P"(t1,...,t,) y M es un modelo adecuado a F, entonces:

0 en caso contrario

M(F) ={ 1 (M(t),..., M(ta)) € I(P)

2. i F=GANH,
{ 1 si M(G)=1yM(H)=1

0 en caso contrario
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3. siF=GVH,

/. si F =G,
5. si F =VYzG,
6. s1 F =dz2G,

21

0 si M(G)=0yM(H)=0

1 en caso contrario

1 stVueU, M[x/u](G) =1

0 en caso contrario

1 siJu €U tal que My, )(G) =1

0 en caso contrario

M(F) = {

Ejemplo: Volvamos a la féormula:

Va(P(z, 9(z)) V Q(f (2, a)))

Dado el modelo M = (U, I) considerado anteriormente donde:

U=N

P—{<n,m>|n< m}
Q—{n|n es primo}
I= g—tuncién sucesor
f—funcién suma

a—0
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Definicién 2.18 (M E F) Sea M un modelo y F una férmula, si M(F) = 1 entonces
decimos que M satisface a F, o M F F o M es un modelo de F.

Definicién 2.14 (Satisfactible) F es satisfactible sii eziste un modelo M tal que M
satisface a F (M E F).

Definicién 2.15 (Valida) F es valida sii todo modelo M satisface a F.

Definicién 2.16 (Consecuencia logica y Equivalencia) Las nociones de consecuen-

cia logica (F) y equivalencia (=) son como en logica proposicional.
Ejemplo: Consideremos el siguiente conjunto de férmulas:

{VaP(z, f(2)),Vy(=P(y, ), Vayz(P(z,y) A P(y, z) = P(z, 2))}

El siguiente modelo satisface todas las férmulas del conjunto:
M = ((N),I)

I P—{<n,m>|n<m}
f—funcién sucesor

El siguiente lema se enuncia de igual manera que para la légica proposicional. Su

demostracién la dejamos como ejercicio.

Teorema 2.17 (Teorema del Reemplazamiento) Sean F y G formulas tales que F =
G. Sea H una férmula tal que F es subférmula de H y sea H' el resultado de reemplazar

una ocurrencia de F por G en H. Entonces H = H'.

2.3 Sustituciones

Definicién 2.18 (Sustitucién) Una sustitucién es una funcion de variables a términos.

1 — 1
Tg — iy

Ty — by

La notacion para hablar de una sustitucién es: {ti/z1,...,tn/zn}.
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Ejemplo: Veamos si son o no sustituciones las siguientes aplicaciones o funciones.

{y/z,a/y} Es una sustitucién

{z/a} No lo es porque a no es una variable

{f(z)/z} Es una sustitucién

{f(y)/z, f(y)/y} Es una sustitucién

{} Es sustitucién

{z/f(y)} No es sustitucién porque f(y) no es una variable
{z/z,y/z} No lo es porque no es una funcién

Aplicar una sustitucion El resultado de aplicar una sustitucién ¢ a una expresion ¢,
es el resultado de sustituir simultdneamente las ocurrencias de variables libres en ¢ por

los términos que indica la sustitucién.

Ejemplo:
Vo (Jy (P(w) ANQ(z,z,y)) = Yz R(z,y){y/z,a/y} = Ve (Jy(P(w)AQ(z, z,y)) = VzR(z, a))
; ~ N———r
y ligada x ligada

X ligada

Las variables marcadas con una barra debajo son las variables libres.

Ejemplo: En este ejemplo veremos la diferencia entre aplicar una sustitucién simultanea,

y hacer dos sustituciones consecutivas.
P(z,y) A M(x){y/x,a/y} = P(y,a) A M(y)
Pz, y) AM(z){y/xHa/y} = Py, y) A M(y){a/y} = P(a,a) A M(a)

Definicién 2.19 (Sustitucion Libre) Una sustitucion es libre si ninguna de sus varia-

bles se liga como resultado de aplicar la sustitucion.

Ejemplo:
Va(FyVz(P(w) A Q(z,y,z) = VYeR(z, y){f(z,w)/w} =
Vo (JyVz(P(f(z,w)) AQ(z,y,2)) = Ve R(z,y))
No es libre porque al sustituir w por f(z,w) la z queda ligada.
Va(TFyVz(P(w)AQ(z,y, z) = YaR(z,y)){f(z, w)/z} = Yo (TyVz(P(w))AQ(z,y,z)) = Yz R(z,y))

Es libre.
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Lema 2.20 Sea M = (U, I) un modelo, y t un término en el que la variable x no aparece.
Entonces, M(t) = M, ,,(t) para todo u € U.

Demostracion: Ejercicio. [ |

Teorema 2.21 Sea M = (U,I) un modelo, y F una formula en el que la variable x no
aparece libre. Entonces, M(F) = M, ,,j(F) para todo u € U.

Demostracion: Ejercicio. [ |
Lema 2.22 Para todo término s y t, y Modelo M = (U, I):

M(s{t/z}) = Mignr(e)(s)
Demostracidon: Por induccién sobre la profundidad del &rbol de s.

e Caso base:

a) s=u M(s{t/x}) = M(t) = Mz/nmqy(z)
b) s=yy#Fz My{t/z}) = M(y) = Mp/ney(v)

e Paso de induccién: Suponemos que el lema se cumple para todo término con un
arbol de profundidad < n.

e Sea s= f(t1,...,tn), s tiene arbol de profundidad n.
M(f(tr, .. ta){t/a}) =9I M(F(ti{t/a), ... ta{t/a})) ==t

= I(f) (M (t:{t/}), ., M(ta{t/2})) =TT T(F) (Mizpma(t1)s - - - Migjaay)(ta) =27
= M[x/M(t)] (f(tla SRR tn))

Ejemplo:
s= f(z,y) t=g(z)
M(s{g(z)/z}) = M(f(9(2),9)) = Mizjna(g(=))(f(2,9))

Teorema 2.23 (Teorema de la Sustitucién) Si F{t/z} eslibre, M(F{t/z}) = M, a0 (F)-



2.3. SUSTITUCIONES 25

Demostracién: Por induccién sobre la profundidad del drbol de F.

e Caso base: F = P(ty,...,t,)

M(P(ty, ... to){t/z}) =9T5ust M(P(t{t/2}, ... to{t/2})) =
_defusat { L (M(t{t/2}),. .., M(ta{t/2})) € I(P)

0 en caso contrario

_lema { Losi (Myg/my(t)s - s Migypqey(ta)) € I(P)

0 en caso contrario
=S M ey (Pt - - )
e Ahora suponemos que el teorema se cumple para toda férmula de profundidad < n
e Caso: F =VyG, F tiene profundidad n, supongamos que la sustitucién de {t/z} es

libre.

0 en caso contrario

M (VyG{t/z}) =delse { 1 siVu € UMy (Git/e}) =

_HI { 1 Vu € UMy uja/my, @) (G) =1

0 en caso contrario

como la sustitucion es libre, ¥ no aparece en ¢t

_ { 1 Yu € UMp/nviy/a(G) = 1

0 en caso contrario

no afecta el cambio de orden, porque son variables distintas en diferentes términos
def.sat
=172 M) (V9 G)

e Caso: F =VzG, F = F{t/z} es una sustitucién libre, todos los términos z estan

ligados, no se sustituye nada. M(F) = M, a1 (F) por el teorema 2.21, y por tanto
M(F{t/z}) = Mpjmy(F).

Corolario 2.24 Sit es un término cualquiera sin variables:

M(F{t/z}) = Mpzjmy(F)
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El siguiente teorema serd importante para buscar las formas normales de férmulas
de primer orden. Nos permite renombrar variables, y de esta forma podremos obtener
férmulas donde cada cuantificador use una variable diferente, y diferente de las variables

libres.

Lema 2.25 (Lema del Renombramiento) VzF = VyF{y/x} siempre que y no apa-

rezca libre en F. Ademds, 3xF = JyF{y/xz} siempre que y no aparezca libre en F.

Demostracion: Ejercicio. [

Ejemplo: La férmula Vz(Jy(P(w) A Q(z,y,2)) — VzR(z,y)) tiene dos Vz. Dado que
VaR(z,y) =VoR(z,y){v/z} =VoR(v,y)

obtenemos usando el lema 2.17,

vz (Fy(P(w) AQ(z,y,2)) = YeR(z,y)) = V2 (Fy(P(w) AQ(2,y,2)) = VoR(v,y))

2.4 Formas Normales

Teorema 2.26 Sean F y G formulas arbitrarias:

~

—VaF = d2—-F

—JdaF =Va-F

VeF NG =Vz(F A G) donde x no aparece libre en G
VaeF VG =Vz(F VG) donde x no aparece libre en G
dz2F AG = 32(F AG) donde z no aparece libre en G
dzF VvV G =3z(F V G) donde z no aparece libre en G
VaF AVaG =Va(F AG)

JzFV 32G =32(FVG)

VaVyF =VYyVaF

dz3IyF = dydz F

© X NS =

~
S

Demostracion: Demostraremos un par de equivalencias, y dejaremos las demds como

ejercicio. Veamos que -V F = J2—-F
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M(—VzF)=1sii M(VzF) =0
sil existe u € U tal que M,/ (F) =0
sil existe u € U tal que Mg, (=F) =1
sii M(3z—F) = 1

Veamos que YaF A G =Va(F AG)

M(MNzFAG)=1sii M(Vz2F)=1y M(G) =1
sil para todo u € U M, (F) =1y Mj;/,)(G) =1 por el teorema 2.21
sil para todo u € U M, (FAG) =1
sii M(Vz(FAG)) =1

Definicién 2.27 (Forma Rectificada) F esta en forma rectificada si ninguna variable

aparece libre y ligada, y cada cuantificador se refiere a una variable diferente.
Lema 2.28 Toda formula se puede poner en forma rectificada.
Demostracidn: Es consecuencia directa del teorema 2.25. [
Ejemplo:
VaIyP(z, f(y)) AVY(Q(z,y) V R(z)) = VuIvP(u, f(v)) AVY(Q(z,y) V R(z))
La equivalencia usa el teorema del reemplazamiento 2.17.

Definicién 2.29 (Forma Prenexa) Una férmula estd en forma prenexa si tiene la for-

ma.:
Qlylv LERE QnynF

donde F no tiene ningin cuantificador, y Q € {V,3}.
Teorema 2.30 Para toda formula existe otra equivalente en forma rectificada y preneza.

Demostracion: Suponemos la féormula F' en forma rectificada. Por induccién sobre la

profundidad del arbol de F' donde las hojas son férmulas atémicas.

e Caso base: F = P(ty,...,t,) esta en forma en prenexa.
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e HI: para toda férmula de profundidad < n existe otra equivalente en forma prenexa.
Ahora sea F de profundidad n.

e Casol: F = =@, G tiene profundidad n—1, por Hl existe G = G' = Q1v1, - . ., Qmym A,
donde @ € {V,3} y A no contiene cuantificadores.

F= _'(Qlyla H 7memA) = myla H '7Q—mym_‘A
donde V=3y3I=V.

e Caso 2: F = Va@G, G tiene profundidad n — 1 y por HI existe G' = G tal que
G'=Qy1,...,QmymA y A no contiene cuantificadores. VxG' estd en forma normal

prenexa.

e Caso3: F=GAH,Gy H tienen profundidad < n, por Hl existe G’ =Gy H' = H
tal que G' = Quy1,...,QmymA y H = Q\2z1,...,Q,2,B, y tanto A como B no
contienen cuantificadores.

F= (Qlyh .. '7memA) A (Qllzh .. '7Q1,()ZPB)

Podemos suponer que todas las variables y; y z; son diferentes, dado que tenemos
el lema del renombramiento y que por tanto la conjuncién tiene forma rectificada.
Usando las siguientes equivalencias y el teorema del reemplazamiento 2.17, encon-
traremos la forma normal prenexa deF'.

VoF A G=Vz(F A G)

x no aparece libre en G
JeF AG=3z(F ANG)

F AV2G=Vz(F ANG)

X no aparece libre en F
FAJ2G=3z(F AG)

Ejemplo:
F = (V23yP(z,g(y, f(2)))V-Q(2) V -VzR(z,y)
| Rectificar |
F'= (Yo3uP(z,g(u, f(2))) V-Q(2)) V ~VvR(v, y)
F" =Va3u(P(z,9(u, f(2)))V=Q(2)) V Iv-R(v,y)
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| Forma Prenexa |
F" =Vz3uv(P(z, g(u, f(z)))V-Q(2) Vv-R(v,y))

Definicién 2.31 (Forma Normal Prenexa Conjuntiva o FNPC) F esta en orma

norma renexa on n a F P s estaen a a

F=Qy Qu

n e n ntene ant a es esta en F esta en a et aa
untiva o FNPD) F esta en orma

Definicién 2.32 (Forma Normal Prenexa Di

norma renexa n a F P s estaen a a
F=Qy Qu
n e n ntene ant a es esta en F esta en a et aa
ema 2.33 a atene tae a ente en en
Definicién 2.3 (Forma Normal e olemoFN ) eF na aen
a a e e ent as F ten a an

F=Quy Qv aa mne Fen

it a ese sten aes ae 8

s stt e s s a a e

YV e neoe se d

s e dn esta ee
en aae aen

na nstanten e a es e

Vz Vz e nee se 3
a as a a es e

s e desta ee sstt e sen S a
sV e ee an

a e nn e 8§
a 3

e n na a

V3 (P(, IVQ(f(2),y))

mo * Or nNan e a On ane

Vyvz3 (=P(, )VQ(f()¥))

m namo Iz

mo or nneo moo e n ongy,z)

VyVz(=P( ,9(y,2)) vV Q(f( ),y))

m namo 3





































































