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1 Introduccio

L’any 1900, David Hilbert proposa vint-i-tres problemes no resolts de les
matematiques del moment com a grans reptes per al segle XX. A dia d’avui,
alguns d’aquests problemes es consideren resolts satisfactoriament i d’altres
es mantenen sense solucié o, com se sol dir, “oberts”. D’entre els problemes
resolts, pero, en trobem un amb una solucié molt singular i sorprenent que
volem destacar. La formulacié original del problema és la segiient [3]:

Determinar un procés mitjancant el qual es pugui establir, en
un nombre finit d’operacions, st una equacid diofantica amb una
quantitat arbitraria d’indeterminades i coeficients enters té solu-
ci0 en els enters.

Aquest enunciat es coneix com el 10é problema de Hilbert. La solucié
final va ser trobada I’any 1970 per un jove matematic rus, de nom Matija-
sevich, culminant el treball dels seus predecessor americans Davis, Putnam
i Robinson (vegeu [4]). En poques paraules, la solucié al 10¢ problema de
Hilbert és la segiient:

No n’hi ha cap, de procés.

I aix0 és una solucié satisfactoria? El cert és que, amb els matisos necessaris
per fer que tant la pregunta com la resposta siguin enunciats propiament ma-
tematics, ho és. A més, és probable que el propi Hilbert I'hagués considerada



satisfactoria. I no tant perque Hilbert intuis per on anava la resposta, sino
més aviat al contrari, perque ni el propi Hilbert podia imaginar-se que la
solucié requeriria el descobriment d’un fructifer nou camp de la matematica:
la teoria de la computabilitat.

Pero, que té a veure el 10¢ problema de Hilbert amb la qiiestiéo P vs.
NP i els problemes del mil-leni? Per esbrinar-ho, us convidem a llegir la
transcripcié d’'una hipotetica conversa entre un metodic matematic d’inicis
del segle XX, de nom V, i una brillant matematica de finals del segle XX,
de nom P. En V tot just acaba d’aterrar a I’any 1983 venint directament
de 'any 1938, per alguna extranya drecera de l'espai-temps, i ha sentit dir
que un tal Yuri Matijasevich va demostrar I’any 1970 que el 10e problema de
Hilbert no té solucié.

2 Primer contacte

V: Que vol dir que no n’hi ha cap, de procés? No ho entenc Dra. P. Aixo
no sembla que es pugui establir matematicament sense definir préviament
que vol dir el terme “procés” del propi enunciat del 10e problema de Hilbert.

P: Evidentment Dr. V; té tota la raé. Qualsevol pregunta matematica
requereix que els conceptes involucrats estiguin definits amb el rigor propi
de la nostra ciencia. En el cas del 10e problema de Hilbert, un “procés”
s’'interpreta simplement com un procediment efectiu, o computable, en el
sentit de Godel, Turing o Church.

V: Conec molt bé el concepte de funcié computable i no entenc com
el problema de les equacions diofantiques s’hi pot encabir. Les funcions
computables sén funcions de N — N i per tant prenen simples nombres
naturals com arguments i retornen simples nombres naturals com a resposta.

P: Bé doncs també deu saber, per tant, que qualsevol seqiiencia de nom-
bres naturals es pot representar univocament per un tnic nombre natural,
0i? Per exemple, la seqiiéncia de nombres naturals 4, 5, 4, 3 es pot representar
univocament pel nombre natural 24-35-5%-73 que s’obté d’elevar els 4 primers
nombres primers 2, 3, 51 7 a les poténcies indicades per la seqiiencia.



V: Si, és clar. Aix0 es pot fer gracies al Teorema Fonamental de I’A-
ritmetica segons el qual qualsevol nombre natural admet una tnica repre-
sentacié com a producte de nombres primers. Aquest truc ja el va fer servir
Godel. On vol anar a parar amb aixo?

P: Doncs fixi’s bé: una equacié diofantica amb incognites Xi,..., X, i
coeficients enters no és més que una expressié de la forma

T n S n
> oo [T X = 30 oo T X™
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on cada oy ; és un nombre natural.
V: Aix0 és practicament la definicié.

P: Aix0 mateix. Per tant, una equacié diofantica es pot representar
mitjancant la seqiiéncia de nombre naturals segiient:

n,r,s,ao,l,...,anyl,...,ao,s,...,an,s.

Per exemple, la famosa equacié diofantica X* 4+ Y* — Z2 = ( es pot escriure
de manera equivalent aixi

1-X%WoZ20 +1. X2 =1. X%y x?
i per tant es pot representar mitjancant la seqiiencia
3’ 2’ 31 17 4’ 07 0’ 17 O’ 4’ 0’ 1’ 01 0’ 27

que al seu torn es pot codificar com el nombre 23 -32.53 .71 . 114.13°%.170.
19! -239.29%.310.371.410.430. 472,

V: Ja ho entenc. Aixi doncs, la questié del 10e problema de Hilbert
consisteix en determinar la computabilitat de la funcié Hig : N — N on: siz
és un nombre natural tal que la seva factoritzacié uinica en nombres primers
representa una seqiiencia de nombres naturals que representa una equacio
diofantica amb solucions en els enters, aleshores Hip(z) = 1 i altrament
Hiyg(x) = 0. Es aixd?

P: Si, és aixo. I en Matijasevich, seguint la drecera marcada per Davis,
Putnam i Robinson, va aconseguir demostrar que Hyy de fet no és computa-
ble. Per tant, si entenem que el “procés” que demanava Hilbert es formalitza,



mitjancant el concepte de funcié computable que coneixem, la solucié al 10e
problema de Hilbert és precisament que no n’hi ha cap; com deiem abans.

V: Que curiés. No em puc imaginar de cap de les maneres com s’ho va
fer en Matijasevich per aconseguir demostrar aixo.

P: Si ho vol, Dr. V|, el convido a venir dema i I’hi explico una mica
per sobre com ho va fer. A més, fer-ho em permetra introduir-lo a un dels
problemes oberts més interessants per al proper segle: P vs. NP.

V: Vindré encantat. Curiosament, aquest mati he sentit una conversa
entre dos estudiants que parlaven d’un tal “problema P vs. NP”. Diu que té
relacié amb el 10e de Hilbert? Deméa m’ho explica.

3 Solucié al 10e problema de Hilbert

P: Bon dia Dr. V. Va trobar el cami fins a la residencia d’investigadors
ahir a la nit?

V: No podriem dir que el vaig trobar de seguida. Pero I’ambient que s’hi
respira pels voltants és d’allo més interessant i no em va faltar distraccié...

P: Si li sembla, tornem al 10e problema de Hilbert i li explico que té a
veure amb el meu camp d’expertesa. Oi que em va dir que coneix el concepte
de funcié computable? Recordem-lo, de totes maneres.

La Dra. P s’aizeca del seu seient, s’acosta a la pissarra del seu despatz,
agafa un tros de gquiz, i es posa a dibuizar l’esquema de la Figura 1.

Faré servir la definicié de Turing, que al cap i a la fi és equivalent a les
altres. En Turing es va inventar un model de maquina, avui dia anomenada
maquina de Turing, i és precisament aixo que veu en aquest esquema: tenim
un conjunt finit d’estats @ = {qo,q1,-- -}, 1 un estat actual, en el dibuix gs.
Tenim una cinta dividida en infinites cel-les, on cada cel-la pot contenir 0, 1
o U (espai en blanc). I tenim un capgal que permet modificar el contingut
d’una cel-la, i que es pot desplacar una posicié a I’esquerra o a la dreta en
funcié de l'estat actual i del simbol que conté la cel-la del capcal. Es aix{
com coneix voste el model de maquina que va proposar Turing?
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Figura 1: esquema d’una maquina de Turing.

V: Potser amb una nomenclatura diferent, pero si. Aquesta és la mateixa
definicié que conec jo. Jo tinc per costum especificar una maquina d’aquestes
com una 5-tupla M = (@, g0, 4+,9—,0), on @ és el conjunt finit d’estats, qo,
g+ 1 q_ son estats especials anomenats estat inicial, estat acceptador i estat
rebutjador, respectivament, i § és la funcié de transicié

§:Q x{0,1,U} = Q x {0,1,1} x {—1,+1},

on 6(q,a) = (¢',a’,m) indica que “si I'estat actual és ¢ i el simbol del capgal
és a, aleshores el segiient estat és ¢, el simbol de sota el capcal es substitueix
per d’, i el capgal es mou a ’esquerra o a la dreta segons sim = —1 om = +1
respectivament.”

P: Perfecte. Aixi doncs tenim la mateixa definicié en ment. Direm doncs
que una funcié f : N — N és computable si existeix una maquina de Turing
M que, iniciada amb la representacié binaria d’un nombre natural = contin-
guda a la cinta, i iniciada a ’estat inicial go, arriba a I’estat ¢, i quan ho fa,
el contingut de la cinta és precisament la representacié binaria de f(z).

V: Representacié binaria? Que vol dir amb aixo?

P: Si home, representacié binaria vol dir representacié en base 2. Per
exemple el sete nombre primer en representacié binaria és 10001, i en repre-
sentacié decimal és 17.

V: 1 perque es complica tant la vida? N’hi ha prou a iniciar el comput
amb z zeros consecutius continguts a la cinta i exigir que el comput acabi
amb f(x) zeros consecutius continguts a la cinta. No és més senzill?

P: M’oblidava que voste acaba d’arribar de ’any 1938. No li falta raé
quan argumenta que x zeros consecutius sén una representacié tan valida



de z com la seva representacié binaria. De fet, si ho pensa un moment,
veura que x zeros consecutius son la representacié unaria de x. El problema
és la longitud de la representacié: fixi’s bé que la representacié unaria de
x requereix x simbols, mentre que la representacié binaria de x només en
requereix [log,(x + 1)].

V: I quina importancia té aixo? La representacié decimal de x només
en requereix [log,,(z + 1)] que és un nombre encara més petit de simbols.
Encara no veig quin és el problema amb la representacié “unaria”, com diu
voste.

P: El problema és que la representacié unaria no és eficient tenint en
compte que disposem de dos simbols 0 i 1. Evidentment, la representacié
decimal seria encara més eficient, pero aixo requeriria tenir deu simbols per
la cinta de la nostra maquina de Turing, i el resultat ve a ser el mateix.

V: Pero, al cap i a la fi, disposar de dos simbols, en comptes d’un o deu,
és només una decisié arbitraria que ha pres voste, no?

P: Entenc que vol dir. Potser hauria d’haver comencgat per aqui. Resulta
que les realitzacions fisiques de la maquina de Turing que s’han dissenyat
fins al moment només sén tecnologicament viables (o 1tils) si es disposa
d’un nombre de simbols b petit pero b > 1. Si el nombre de simbols fos
massa gran, seria un maldecap tecnologic realitzar fisicament la funcié de
transicid; i si només hi hagués un simbol possible, la cinta necessaria per
representar nombres astronomicament grans com ara 10°° hauria de ser tan
gran que la realitzacié fisica seria impossible. I posats que el nombre de
simbols sigui petit, s’escull b = 2 perque la diferéencia entre les longituds de
les representacions en base 2 o qualsevol altre base fixada més gran que 1
és només d’una constant multiplicativa independent de z. Pero també hi ha
una rad més practica; dos simbols es poden representar mitjancant dos estats
fisics elementals: “on/off”, o ences/apagat.

V: Bé, bé; tant és. Al cap i a la fi només és una qiiestié6 de convencid
sobre com es representen els nombres naturals. Els humans fa molts anys
que fem servir la base 10 i voste em vol convencer que al final del segle XX la
tecnologia ens fara canviar a base 2. Tant és. Hi ha un noi al MIT que també
esta capficat amb la base binaria. Acaba d’escriure la seva tesi de master.
Com es diu... Claude Shannon, crec.



P: Si, és clar, en Shannon; conec la seva feina. Vull que entengui, pero,
que a part d’una convencio, la representacié en base unaria és exponencial-
ment més llarga i per tant ineficient si es disposa al menys de dos simbols.

Aclarit aquest punt, tornem doncs a les funcions computables i el 10e
problema de Hilbert. La clau de tot plegat va ser adonar-se que el conjunt
de solucions d’una equacié diofantica permet codificar molta informaci6. Per
exemple, 'equacié diofantica X — Y2 = 0 té solucié si i només si X és un
quadrat perfecte. De la mateixa manera, I’equacié diofantica X; - Y7 + X5 -
Y5 —1 = 0 té solucio si i només si X; i X5 son nombres relativament primers.

En general, Davis, Putnam i Robinson van demostrar, amb molt d’enginy
i esforg, que si f és una funcié computable qualsevol, aleshores existeix un
polinomi exponencial p;(X;, Xo,Y7,...,Y,,) amb coeficients enters tal que
I'equacié diofantica exponencial ps(Xy, Xy, Yi,...,Ys) = 0 té solucié si i
només si f(X;) = Xo.

V: M’imagino que un polinomi exponencial és com un polinomi normal on
amés tenim dret a incloure factors del tipus 2%¥ 0 XV, on X i Y sén incognites.
Pero no estavem parlant d’equacions diofantiques normals i corrents? A que
vé aix0 d’equacions diofantiques exponencials?

P: Si té rad; ara hi tornem. Pero fixi’s que el resultat de Davis, Putnam
i Robinson és suficient per concloure que un problema semblant al 10e de
Hilbert no té solucio.

V: Evidentment, podem concloure que no hi ha cap procés computa-
ble per determinar si una equacié diofantica exponencial té solucié. Si n’hi
hagués, llavors per cada funcié computable f hi hauria un procés compu-
table per determinar si f(z) = 1 per cada x donat. Perd aix0d sabem que
no és possible com va demostrar el propi Turing amb la seva funcié univer-
sal. Potser si que és veritat que aixo s’acosta a una solucié al 10e problema
de Hilbert, pero no crec que els grecs consideressin equacions diofantiques
exponencials... Li agrairia que tornéssim a les equacions diofantiques sense
exponencials.

P: D’acord, d’acord, una mica de paciéncia. Fixi’s que si es pogués trobar

un polinomi e, (X1, Xo, X3, Y1, ..., Y,) de coeficients enters tal que I’equacié
diofantica pexpy (X1, X2, X3,Y1,...,Y,) = 0 té solucié si i només si X{> =
X3, aleshores podriem eliminar tots els exponencials de qualsevol equacio
diofantica exponencial ¢(Z1, ..., Z,) = 0. Pensi-hi un moment.
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V: Vejam... El que podem fer és substituir un factor de ¢ que tingui

Z; C. . . . . 5
la forma Z;”7 per una nova incognita, digue’'m-ne Z;;, i obtenir d’aquesta
manera un polinomi exponencial ¢'(Z1,..., Zny, Z;;) amb una exponencial
menys. Llavors, 'equacié ¢(Z1, ..., Zn,) = 0 té solucié si i només si I'equacié

(q,(Zh RN Zm7 Z’i,j))2 + (pexp(Zz'; Zj7 2,59 lea R Y;‘))Q =0
té solucié. Interessant...

P: D’aix0 se’n diu reduir el problema de les equacions diofantiques expo-
nencials al problema de les equacions diofantiques normals. Doncs aqui és
on apareix Matijasevich. Ell va ser qui va construir el polinomi pey, i en va
demostrar la propietat necessaria. La demostracio va requerir forca teoria de
nombres.

V: Molt impressionant...

P: Dema m’agradaria explicar-li que és aixo del problema P vs. NP i que
té a veure amb el 10e problema de Hilbert. Ara em veig obligada a deixar-lo
per atendre qiiestions administratives del departament.

4 El problema P vs. NP: explicacié informal

P: Bon dia Dr. V. Permeti’'m que comenci amb un petit joc. Suposem
que el vull convencer que 'equacié diofantica

3-X*.Y-2°-3-22Y*-X'-20=0
té solucio. Que hauria de fer?
V: Bé doncs... doni’'m una solucié per tal que la verifiqui i m’ho creuré.

P: Exacte. En aquest cas la meva prova que ’equacié té solucio és X = 2,
Y =3, Z = 2. Per la seva part, per comprovar-ho només haura de fer unes
quantes operacions aritmetiques. Ja ho ha comprovat? Suposem ara, pero,
que intento convencer’l que I’equacio diofantica

74+t —72=0



no té cap solucio tret de la trivial X =Y = Z = 0. Com podria convencer’l?

V: En aquest cas ho té facil. Només m’ha d’explicar la demostracio que
va donar Fermat. Pero crec que ja sé on vol anar a parar. Demostrar que una
equacio diofantica no té cap solucié pot arribar a ser molt molt complicat.
En canvi, demostrar que una equacio té alguna solucié sempre és molt senzill;
una qiiestiéo molt diferent és com trobar aquesta solucid.

P: Si senyor. Aquest és un problema etern de les matematiques: enun-
ciats existencials vs. enunciats universals. De fet, se’'n despren del Teorema
d’Incompletesa de Godel i de la solucié al 10e problema de Hilbert, que exis-
teixen equacions diofantiques sense solucié per a les quals no existeix cap
demostracié d’insatisfactibilitat amb les regles habituals de la logica i els
axiomes de Peano, per exemple. Oi que fa rabia que passin aquestes coses?

V: Doncs si, la veritat. Pero coneixent el Teorema d’Incompletesa de
Godel, no em sorpren. A mi m’atabalaria encara més que existissin enun-
ciats simples i demostrables per als quals la demostracié més curta sigui
tan gran que un huma fos incapac¢ de llegir-la, o pitjor encara, que hi hagi
demostracions curtes pero ningu sigui capag de trobar-les.

P: Caram Dr. V, quina intuicié que té! El problema P vs. NP tracta
precisament d’aixo. Abans de donar la definicid, pero, necessitaré alguns
exemples més. Consideri els grafs segiients:

La Dra. P torna a aizecar-se i s’acosta a la pissarra per dibuizar els grafs
de la Figura 2.

Suposem que el vull convencer que els dos grafs sén el mateix, és a dir,
isomorfs. Oi que n’hi ha prou que li proporcioni la bijeccié entre nodes que
ho fa evident?

0 — 0 1 — 4
2 — 3 3 — 2
4 — 1 5 — 5
6 — 8 7 — 6
8 —» 9 9 — 7

Voste ho pot verificar en un tres i no res. En canvi, trobar la bijeccié sembla
una tasca molt més dificil; en general, no sembla que hi hagi millors maneres
que recorrer les 10! = 3628800 possibilitats.
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Figura 2: grafs dibuixats a la pissarra.

Un altre exemple. Suposem que el vull convencer que el segiient sistema
d’equacions quadratiques sobre els enters modul dos té solucié en els enters
modul dos:

To+ 21+ 2203+ 24 =0

21 (T2 + T4 + 26 + T8 + T10) + 29 =0
To(r3+ x5+ 27+ Tog+ 211 +T13) + T4+ 26 =1
(14 28)(1 + z19) + 212 + 23(T7 + 29) =0

o+ x3(1 + 24) + 25207 = 1

Tg+ T + T2+ T3 =1

T13T1 + T12%2 + T11T3 + T10T4 = 1

N’hi ha prou que li proporcioni la solucid

Tog = 0 ry = 1
To = 1 zz3 = 1
Ty = 0 s = 1
Tg = 1 Ty = 1
rg = 0 Tg = 1
Z10 0 T11 1
T2 = 1 z13 = 1

Una vegada més, la solucié es pot verificar molt rapidament. En canvi, si
vol trobar la solucié vosté mateix, probablement li calgui recérrer de manera
més o menys sistematica les 2'* = 16384 possibilitats i verificar-les.

V: En aquests dos exemples que m’ha donat, una solucié sempre és més
o menys curta en relacié al nombre de graus de llibertat del problema en
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questio. La dificultat esta en que hi ha moltissimes possibles solucions, de
fet una quantitat exponencial respecte del nombre de graus de llibertat, i no
tenim manera de descartar-ne gaires. Es aixo?

P: Si, és aixo. Obviament els meus exemples sén petits. Pero imagini’s
que passaria si els grafs tinguessin 200 nodes cadascun, o el sistema d’e-
quacions tingués 150 variables i 300 equacions com sol passar en problemes
d’enginyeria real.

Fixi’s pero, que no sempre ens cal recorrer una quantitat exponencial de
possibles solucions. Per exemple, en un sistema d’equacions lineals podem
trobar una solucié per eliminaci6é gaussiana. En aquest cas, I’algebra lineal
ens ajuda a trobar la solucié molt més rapidament. Malauradament no te-
nim una teoria de I’algebra “quadratica” que ens permeti fer el mateix amb
sistemes d’equacions quadratiques.

V: L’entenc. I llavors, el problema P vs. NP quin és?

P: En poques paraules, el problema P vs. NP consisteix a determinar si
costa el mateix trobar solucions que verificar-les encara i quan el conjunt de
solucions pot ser exponencialment gran respecte del nombre de variables del
problema.

V: Que vol dir que costi el mateix?

P: Doncs que hi hagi un metode tan eficient per trobar solucions com per
verificar-les. Després de dinar li ensenyo les definicions.

5 Sobre ’eficiéncia

P: Permeti’m que introdueixi una mica de notaci6. Per un nombre natural
x, faré servir |z| per denotar la longitud de la seva representacié en binari.
Per tant, |z| = [log,(z + 1)].

V: Insisteix amb la notacié binaria. Confio que sigui important.

P: Recordi la definicié de computabilitat d’una funcié f : N — N: diem
que f és computable si existeix una maquina de Turing M que, quan rep
un nombre natural z escrit en binari, produeix f(z) també en binari, en
un nombre finit de passos. Considerem ara el nombre de passos ty(x) que
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fa la maquina M quan rep x com entrada. Si la maquina fa massa passos
per produir la sortida, com per exemple 22° passos, serd bastant inutil, no
troba? A la practica, hi ha raons per creure que la tecnologia mai sera capag
d’implementar les maquines de Turing de manera que executin més de |z|*
passos en un temps fisicament raonable, quan z és molt gran.

V: Em semblen molt pocs |z|* passos. El minim nombre de passos exi-
gible és |z| perque Ientrada ella mateixa ja té aquesta quantitat de simbols.
Per tant |z|* passos sembla que sigui només una mica més del que és impe-
rativament necessari.

P: A veure si aixo0 el convencg. Fixi’s bé. Suposem que un pas elemental
d’una maquina de Turing triga 10~® segons a executar-se. Estem d’acord
que aixo és un temps fantasticament petit per un procés fisic complex com
el d’una transicié d’'una maquina de Turing?

V: Si.

P: Considerem ara dues maquines, una que fa |z|? passos amb entrada r,
i una que en fa 217,

La Dra. P s’aixeca una vegada més i escriu la segient taula a la pissarra:

x |z |2 2@
220104 ms | 1.0 segon
2301 0.9 ms | 17.9 minuts
240 1 1.6 ms | 12.7 dies
250 | 25 ms | 35.7 anys
260 1 3.6 ms | 36.6 segles

Fixi’s que el creixement del temps de la primera maquina és molt més
suau. Es diu que és escalable. En canvi, el segon ezxplota, com es diu
col.loquialment. Per cert, recordi que entrades de ’ordre de 2%° no sén exces-
sivament grans. Al cap i a la fi només sén 60 simbols en binari que fem servir
per codificar un objecte finit qualsevol, com ara una equacié diofantica, un
graf, o un sistema d’equacions.

V: Aquesta taula és del tot elemental, Dra. P. Pero he de reconeixer que
és molt convincent.

12



P: Doncs bé; siguem una mica generosos i postulem que una funci6é f
és eficientment computable si existeix una maquina de Turing M que la
computa de manera que

tu(z) < |z

per alguna constant ¢ > (0 independent de z. En aquest cas es diu que
M computa f en temps polinomic perque el nombre de passos esta afitat
per un polinomi en el nombre de simbols de ’entrada. La gracia principal de
considerar polinomis de grau arbitrari es que llavors les funcions computables
en temps polinomic estan tancades per composicié. Aixo fa que la definicié
sigui robusta i facil de treballar.

V: Molt bé. Aixo formalitza el concepte de funcié eficientment compu-
table. En particular, aixo permet formular preguntes del tipus: existeix una
funcié eficientment computable que, donat un sistema d’equacions sobre els
enters modul dos, trobi una solucié o indiqui que no n’hi ha cap? A priori
no és gens obvi que un algorisme d’aquest tipus pugui existir perque el con-
junt de possibles solucions és exponencialment gran respecte del nombre de
variables del sistema. Espero, pero, que el metode de ’eliminacié gaussiana
proporcioni un algorisme eficient en el cas lineal.

P: Efectivament. La seva intuicié no deixa de sorprendre’m. De fet,
I'eliminacié gaussiana ho aconsegueix en uns n® passos elementals, on n és
el nombre de variables del sistema lineal. Per tant, 'algorisme és polinomic
respecte del nombre de simbols per representar ’entrada que sera, certament,
com a minim n.

V: Entenc. Com sempre, m’imagino que haurem fixat alguna codificacié
raonable dels sistemes d’equacions com un nombre natural en binari. De fet,
ara comencgo a entendre perque és tant important 'eficiencia de les codifi-
cacions. Si la codificacié fos més llarga del que és estrictament necessari,
com en el cas de la representacié unaria dels nombres naturals, aleshores
podriem disposar de molt més temps de calcul per una deficiencia artificial
de la codificacié i no intrinsica del problema.

P: M’alleuja que hi reflexioni. Posats a fer, fixi’s que la representaci6
de I'altre dia per seqiiéncies finites de nombres naturals a, as, . .., a, com
a productes de poteéncies de primers pi* - p3* - - - p&m no és eficient perque és
molt semblant a la unaria. Més valdria representar els nombres en binari
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amb un nombre de bits fixat pero prou llarg per representar el més gran de
tots, i concatenar-los afegint-hi un 10 al principi per saber quants en tenim.
Per exemple, la codificacié de 4, 5,4, 3 seria la concatenaciéo de 11110, 100,
101, 100, i 011.

V: Tot i que em sembla entendre-ho, m’avorreix aquesta obsessié que
teniu al final del segle XX per fer servir les representacions més eficients
possibles. M’esperaria que una teoria robusta no hagués de fixar-se en aquests
detalls.

P: De fet, la teoria és robusta sempre i quan es permetin un minim de
dos simbols. De fet, els detalls de codificacié no sén practicament mai un
problema. Es qiestio de practica i sentit comu.

Tornem ara a les definicions. Plantegem-nos aquests problemes de cerca
de solucions en abstracte. Sigui

RCNxN

una relacié binaria tal que si (x,y) € R, aleshores |y| < |z|? per alguna
constant d > 0 independent de z. Per raons obvies, es diu que R és una
relacio equilibrada polinomicament. Haurem de pensar que R relaciona les
entrades d’un problema amb les seves solucions. En l’exemple anterior, R
relacionaria els sistemes d’equacions modul dos amb les seves solucions. Per
tant, és exigible que es pugui determinar de manera eficient, és a dir, en
temps polinomic respecte de la longitud de ’entrada, si un parell donat
(z,y) pertany a R. En altres paraules, suposem que verificar solucions de R
és computacionalment facil. En aquest cas direm que R és decidible en temps
polinomic.

Ara podem plantejar-nos el problema d’existéncia associat a una relacié
binaria R que sigui equilibrada i decidible en temps polinomic: donada una
entrada z, determinar si existeix un y < 2 tal que (z,y) € R. El conjunt
de possibles y pot ser 21", que és exponencial respecte de la longitud |z|
de l'entrada z. Per tant, un algorisme de cerca exhaustiva sobre tots els
possibles y no és eficient. El problema P vs. NP és doncs el segiient:

Determinar si existeizen relacions R C N XN, equilibrades i deci-
dibles en temps polinomic, per a les quals el problema d’existéncia
associat a R no és computable en temps polinomic.
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Es clar que si R és una d’aquestes relacions en que el problema d’existencia
associat no és eficientment computable, aleshores, amb més rao, el problema
de cerca de solucions de R no sera eficientment computable.

V: Ja ho entenc. M’imagino que els exemples dels grafs isomorfs i els sis-
temes d’equacions quadratiques modul dos s6n bons candidats de problemes
dificils. El problema és demostrar que qualsevol algorisme que els resolgui
requereix fer un nombre de passos que no esta afitat per cap polinomi en la
longitud de ’entrada.

P: Si. El proper dia li explico d’on venen els noms P i NP, i al segiient
alguna cosa més sobre aquests candidats.

6 Origen de P vs. NP i definicié formal
V: Vam dir que avui m’explicaria d’on venen els noms P i NP.

P: Aixd mateix. Es molt senzill: P vé de “Polynomial time” en angles.
De fet, P és una classe de conjunts. Per una maquina de Turing M, direm
que M accepta ’entrada z si la maquina arriba a l’estat ¢ quan s’inicia amb
x escrit en binari a la cinta. Sigui L(M) el conjunt de les entrades acceptades
per M. Definim P com la classe dels conjunts A per als quals existeix una
maquina de Turing M tal que L(M) = A ity (x) < |z|° per alguna constant
¢ > 0 independent de z. Aix0 defineix P. Per altra banda, les sigles NP
provenen de “Non-deterministic Polynomial time”, també en angles.

La Dra. P fa una pausa per veure la cara que fa el Dr. V.
V: Expliqui’m aix0 de I'indeterminisme. Que fem, filosofia, ara?

P: Anem a pams. El model de maquina de Turing és perfectament deter-
minista: a cada configuracié no terminal de la cinta i l’estat actual, la seglient
configuraci6 esta univocament determinada. De fet, no podia ser d’una altra
manera. De que serviria una maquina amb un comportament imprevisible?

V: De res.

P: Bé doncs, donem-li un significat a una maquina que a cada configuracio
no terminal té una o més opcions per on continuar. Imaginem-nos que la
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maquina té més d’una funcié de transicid, i cada cop que la maquina es
troba davant d’una alternativa, es multiplica en copies paral.leles, una per
cada opcié. Sembla una bajanada, 0i?

V: Doncs si. Sembla el discurs d’un defensor de la mecanica quantica...

P: No va molt desencaminat Dr. V; pero no subestimi els seus col.legues
fisics, faci’'m cas. Suposarem, pero, a diferencia de I'indeterminisme quantic,
que les copies paral.leles no poden interferir entre si. Direm que la maquina
accepta ’entrada zx si alguna de les copies arriba a l'estat acceptador ¢..
Com amb les maquines deterministes, sigui L(M) el conjunt de les entrades
acceptades per la maquina indeterminista M. Definirem el nombre de passos
ta(z) de M com el maxim dels nombres de passos de les copies produides
quan s’inicia el comput amb ’entrada . Finalment, definim NP com la classe
dels conjunts A per als quals existeix una maquina de Turing indeterminista
tal que L(M) = A ity (z) < |z|® per alguna constant ¢ > 0 independent de
x.

V: M’imagin’o que el problema P vs. NP consisteix a determinar si P =
NP o P # NP. Es aixo?

P: Correcte. Fixi’'s que P C NP, perquée qualsevol maquina determinista
és un cas particular d’'una d’indeterminista.

V: Si, si, és clar. Pero escolti una cosa, Dra. P. Aquesta formulacié de
P vs. NP no s’assembla de res a I’anterior! M’esta dient que son el mateix
problema?

P: Evidentment. Deixi’'m que ho raoni. Suposem primer que per qual-
sevol relacié R, equilibrada i decidible en temps polinomic, podem resoldre
el problema d’existéncia associat a R en temps polinomic. Veurem que sota
aquesta hipotesi, NP C P i per tant P = NP. Per qualsevol maquina indeter-
minista M tal que t5(z) < |z|¢, podem definir una relacié R aixi: (z,y) € R
si y codifica el comput d’una copia de M que acaba a I’estat ¢, quan s’inicia
amb I'entrada x. No és dificil veure que R és equilibrada i decidible en temps
polinomic. Per hipotesi, doncs, el seu problema d’existencia associat es pot
resoldre en temps polinomic. Pero el problema d’existéncia de R és precisa-
ment el problema de determinar si la maquina indeterminista M accepta o
no. Per tant NP C P.
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Per veure 'altra implicacié, suposem que NP C P i sigui R una relacié
qualsevol, equilibrada i decidible en temps polinomic. Es prou evident que
el problema existencial associat a R es pot resoldre amb una maquina in-
determinista aixi: durant els |z|? primers passos, fem que la maquina es
multipliqui en dues copies a cada pas, generant un total olel copies, una per
cada candidat a solucié y. A continuacid, només cal fer que cada copia veri-
fiqui el seu candidat a solucié, de manera determinista, en temps polinomic,
i fer acceptar les copies que realment corresponen a una solucié. Per tant,
el problema d’existéncia associat a R pertany a NP i, per hipotesi, a P. Per
tant el podem resoldre en temps polinomic.

V: Si ho he entes bé, aquest segon argument aprofita I'indeterminisme
per “provar” totes les possibles solucions en paral.lel. Es evident que aix0 no
es pot dur a terme a la practica.

P: Precisament la qiiestié P vs. NP esta plantejant si hi ha alguna manera
d’evitar simular totes les copies paral.leles. No deixa de ser curiés que en
I’exemple del sistema d’equacions lineals siguem capacos de fer-ho gracies a
I’eliminacié gaussiana, un metode inventat al segle XIX.

V: Si que és curios...

7 Teorema de Cook: NP-completesa

P: Avui m’agradaria tornar sobre els exemples de I'altre dia. Recordem-
los. El primer consistia a determinar si dos grafs sén isomorfs: donats dos
grafs G i H, determinar si existeix una bijeccié h del conjunt de vertexs de
G al conjunt de vertexs de H, de manera que {u, v} és una aresta de G si i
només si {h(u),h(v)} és una aresta de H. Per qualsevol esquema de codifi-
caci6 raonable, és clar que aquest problema pertany a NP. El segon exemple
consistia en determinar si un sistema d’equacions quadratiques modul dos
té solucié. També pertany a NP. Permeti’m una pregunta. Aprecia alguna
relacié entre els dos problemes?

V: A part del fet que ambdés problemes pertanyen a NP, a simple vista
no en veig cap de relacié.

P: D’acord. M’agradaria argumentar que de fet hi ha una relacié bastant
directa. El que veurem és que el primer es pot transformar en el segon. Fixi’s
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bé. El que volem fer és tranformar un parell de grafs G i H en un sistema
d’equacions quadratiques S(G, H) de manera que G' i H siguin isomorfs si i
només si S(G, H) té solucié. Vol veure-ho?

V: Si

P: Per cada vertex u de G i cada vertex v de H, sigui z,,, una variable que
pren valors a Z/2Z, els enters modul dos. El significat intuitiu de z,, =1
és que la possible bijecci6 entre G i H, si n’hi ha, envia v a v. Em segueix?

V: Si

P: Ara ens caldra imposar equacions que forcin que un mateix vertex u
no s’envii a dos vertexs diferents v i v’ simultaniament. Per tant, volem que

Ty Ty =0 (1)

per cada vertex u de GG i cada parell de vertexs v i v’ de H amb v # v'.
També necessitarem imposar que si {u,u'} és una aresta de G pero {v,v'}
no és una aresta de H, aleshores o bé u no s’envia a v, o bé v’ no s’envia a
v'. Per tant, volem que

Tyl o = 0 (2)

per cada aresta {u,u’'} de G i cada parell {v,v'} que no és una aresta de
H. Obviament, també imposarem aquesta equaci per cada parell {u,u'}
que no és una aresta de G i cada aresta {v,v'} de H. Finalment, ens caldra
especificar que cada u s’envia com a minim a un v i que cada v rep algun wu.
De moment ens contentarem de fer-ho amb equacions no quadratiques: per
cada vertex v de G imposarem 1’equacio

11— zu.) =0, (3)

(1 = z.,) =0. (4)

Vol comprovar que és correcte?

V: Anem a veure... si volem que el producte [[,(1 —z,,) sigui congruent
amb 0, necessariament algun z,, haura de prendre el valor 1, i per tant no
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tots seran 0. Per tant, tot u s’envia a algun v, i el mateix per I'altre equacio,
tot v rep algun u. D’acord, aixo fa el que volem. Pero aixo no és quadratic,
com voste diu.

P: Ara ho fem quadratic. Sigui {vy,...,v,} una enumeracié dels vertexs
de H. Per cada cada vertex u de G i cada i € {0,...,n} introduim una nova
variable z, ;. Ara imposem l’equacié quadratica

Zu,i = Zu,i—l(]- - mu,vi)- (5)

Per i = 0 imposarem l’equacié z,0 = 1. Amb aquestes restriccions, és clar

que
(1 = z4,) = zum.
v
Per tant, podem substituir I'equacié (3) per les equacions quadratiques (5) i
I’equacio
Zyp = 0. (6)

Si fem el mateix per 'equaci6 (4), haurem aconseguit un sistema quadratic
d’equacions modul dos que té solucié si i només si G 1 H sén isomorfs. Fixi’s
que la transformacio és eficient, és a dir, es pot trobar en temps polinomic.

V: Ara entenc que volia dir quan em preguntava si apreciava alguna re-
lacié entre els problemes. Amb aquesta transformacid, si sabéssim resoldre
sistemes d’equacions quadratiques modul dos en temps polinomic també sa-
briem resoldre el problema de I'isomorfisme de grafs en temps polinomic.

P: Exacte. D’aix0 se’n diu fer una reduccié d’un problema a I’altre, de la
mateixa manera que en Matijasevich va reduir el 10e problema de Hilbert per
equacions diofantiques exponencials al 10e problema de Hilbert per equacions
diofantiques normals. Se’n recorda?

V: Si que ho recordo. Pero deixi’'m dir-li una cosa. No em sorpren gens
que hagim estat capagos d’expressar problemes de grafs de manera algebraica.
Descartes ja va expressar problemes de geometria en termes algebraics.

P: Es veritat. El que potser és una mica més sorprenent és el que es
coneix com el Teorema de Cook segons el qual qualsevol problema que per-
tanyi a NP es pot transformar, de manera eficient, al problema de resoldre
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sistemes d’equacions quadratiques modul dos. De fet, Cook no va considerar
sistemes d’equacions directament, sino féormules booleanes en forma normal
conjuntiva, pero vé a ser el mateix en una algebra diferent.

V: Qualsevol problema que pertanyi a NP s’hi pot reduir? Aixo és més
interessant perque vol dir que el conjunt de solucions d’un sistema quadratic
en els enters modul dos pot codificar computs eficients d’una maquina de
Turing. Es analeg al fet que el conjunt de solucions d’una equacié diofantica
també pot codificar computs, eficients o no, d’'una maquina de Turing.

P: Aquesta és ’analogia exacta. Més tard hi tornarem. Ara, pero, deixi’'m
que enuncii el Teorema de Cook amb precisié:

Teorema (de Cook 1971 [1], versi6 sistemes quadratics)
Per tot A que pertanyi a NP, ezisteiz una funcié f computable
en temps polinomic, i tal que per a tota entrada x tenim x € A si
i només si f(x) codifica un sistema d’equacions quadrdtiques en
els enters modul dos que té solucio.

Una conseqiiencia immediata del Teorema de Cook és que per demostrar
P = NP n’hi ha prou a trobar un algorisme eficient per resoldre sistemes
quadratics modul dos. De la mateixa manera, per demostrar P # NP és
suficient i necessari demostrar que no es poden resoldre sistemes quadratics
modul dos en temps polinomic.

V: En certa manera ens podem oblidar de la classe NP. Tota la seva
dificultat es troba en un sol problema!

P: En certa manera si, i aixo el fa interessant. El Teorema de Cook, a
més, suggereix una definicié. Direm que un conjunt B és NP-complet si B
pertany a NP i per qualsevol altre problema A que pertanyi a NP existeix una
reduccié de A a B com en el Teorema de Cook; és a dir, existeix una funcié
f computable en temps polinomic tal que = € A si i només si f(z) € B.
El Teorema diu que el problema de les equacions quadratiques en els enters
modul dos és NP-complet.

La Dra. P agafa un llibre de tapes toves, negres © molt gastades de la
llibreria. FEl llibre porta per titol: “Computers and Intractability. A Guide
to the Theory of NP-Completeness” i els autors son M. R. Garey i D. S.
Johnson [2].
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Miri’s aquest llibre. Aqui té una col.leccié de més d’un centenar de proble-
mes NP-complets de molt diverses arees de les matematiques i ’enginyeria:
des de determinar el nimero cromatic d’un graf, passant per problemes de
logica proposicional, fins a problemes de planificacié en enginyeria.

V: Tots ells sén, doncs, equivalents?

P: Si. Demostri que un de sol és computable en temps polinomic i haura
demostrat que tots ho son. Demostri que un de sol no és computable en
temps polinomic i haura demostrat que cap no ho és. Hi ha qui creu que el
fet que hi hagi tantissims problemes NP-complets de tantes arees diferents
és l'evidencia més flagrant que P # NP. Pero aixo és discutible...

V: Li estic molt agrait per les seves explicacions Dra. P. Malaurada-
ment, dema sera el meu ultim dia a la ciutat i abans de marxar m’agradaria
que parléssim de I'analogia amb el 10¢ problema de Hilbert que abans hem
aparcat. Podriem parlar-ne dema?

P: I tant. Fins dema, doncs.

8 Analogia, estetica, i comiat

V: La nostra conversa es va iniciar pel meu interes en la resoluci6 del 10e
problema de Hilbert i hem acabat parlant del Teorema de Cook. Durant la
conversa ens vam adonar d’una analogia entre les dues coses. Faci’m cinc
centims de la relacié exacta.

P: A vista d’ocell i amb la perspectiva historica, la solucié al 10e pro-
blema de Hilbert es pot resumir de la segiient manera. 1) Turing identifica
un problema no computable, i 2) Davis, Putnam, Robinson i Matijasevich
demostren que el problema no computable de Turing es pot reduir al pro-
blema de determinar si una equacié diofantica té solucié. La conclusié és que
el problema de les equacions diofantiques no és computable.

Pero de fet, el problema que Turing va identificar és molt més que un
problema no computable; Turing va identificar un problema complet per als
problemes d’existéncia en general. M’explicaré. Sigui
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una relacié binaria. Aquest cop no exigirem que R sigui equilibrada. Supo-
sem que es pugui determinar mitjancant una funcié computable si un parell
donat (z,y) pertany a R. En aquest cas direm que R és decidible. Com
en el cas de les relacions equilibrades, ens podem plantejar el problema d’e-
xistencia associat a R, pero sense exigir que la soluci6 y estigui afitada. El
problema d’existencia associat a R és, doncs, aquest: donada una entrada z,
determinar si existeix un y tal que (z,y) € R. Fins aqui tot és analeg, 0i?
El que Turing va identificar és una relacié binaria i decidible tal que el seu
problema d’existéncia associat no és computable.

V: 1 quina és aquesta relacié binaria?

P: Doncs la de la funcié universal de Turing: la relacié binaria que rela-
ciona maquines de Turing M i les entrades x amb els computs acceptadors.
Pero el més interessant del cas és que la relacié binaria de Turing és com un
problema complet, és a dir, qualsevol problema d’existencia associat a una
relaci6 decidible s’hi pot reduir.

V: Per tant, Turing va demostrar ’analeg al Teorema de Cook per rela-
cions decidibles generals.

P: Més aviat al contrari, amic meu. En Cook va demostrar ’analeg al
resultat de Turing per relacions binaries equilibrades i decidibles en temps
polinomic.

V: Si és clar, perdoni. Viatjar en el temps provoca aquests lapsus.

P: Pero seguim amb el 10e problema de Hilbert. Donat que Davis, Put-
nam, Robinson i Matijasevich van demostrar que el problema de Turing es
redueix al problema de les equacions diofantiques, en deduim que qualsevol
problema d’existéncia associat a una relacié decidible es redueix al problema
de les equacions diofantiques.

V: Interessant. De fet, el propi problema de determinar si una equacié
diofantica té solucié és un problema d’existéncia associat a una relacié de-
cidible. Per tant, ’analogia és molt clara: el problema de les equacions
diofantiques és complet per als problemes d’existéncia generals. Pero I'ana-
logia hagués estat més estetica si el problema NP-complet de Cook fos més
semblant al de les equacions diofantiques.
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P: Cert. Fixi’s, pero, que el problema de les equacions diofantiques es
pot reduir al problema de determinar si un sistema d’equacions diofantiques
quadratiques té solucié. Només hem d’aplicar el truc de les variables auxiliars
per reduir el grau dels monomis.

V: ... molt astut. Tot i aixi, hagués estat més bonic mantenir intacte el
problema classic dels grecs i canviar el de Cook.

P: Aix0o mateix devien pensar ’Adleman i el Manders 'any 1978. Se’n
recorda que el vaig avisar que hi havia problemes NP-complets per donar
i vendre? Obri siusplau el llibre de Garey and Johnson per la pagina 250.
Quin problema hi veu a final de pagina?

V: A veure... 248, pagina 250. Equacions diofantiques quadratiques: do-
nada una equacié diofantica de la forma aX? + bY = ¢ amb incognites X i
Y, determinar si té solucié. Suposo que el fet que ’equacié sigui quadratica
deu garantir que, si hi ha solucions, alguna estigui afitada polinomicament...
Aquesta analogia si que és esteticament satisfactoria: el problema de les equa-
cions diofantiques generals és complet per als problemes d’existéncia generals,
i el problema de les equacions diofantiques quadratiques és NP-complet, és
a dir, complet per als problemes d’existeéncia amb solucions petites i veri-
ficadors eficients. Només falta un petit detall per acabar de lligar-ho tot:
demostrar que P # NP.
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