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RESUMEN: La Teoria Descriptiva de la Complejidad Computacional estudia la Complejidad Computacional desde la pers-
pectiva de la Logica. Entre sus metas principales esta el caracterizar mediante légicas las clases de complejidad com-
putacionales, tradicionalmente definidas en términos de maquinas de Turing con recursos acotados. La presentacion que
encontramos en la literatura actual de esta teoria se hace conforme a su desarrollo historico, por lo que, para cada clase
de complejidad computacional, se realiza una traduccién particular del modelo computacional asociado a la clase en los
elementos sintacticos que conforman la l6gica con la que se pretende describir dicha clase. Esta larga y ardua labor inte-
lectual se puede simplificar mediante un Gnico esquema para vincular una clase de complejidad, espacial o temporal, con
algun lenguaje formal, el cual involucra la Unica traduccién de un modelo de maquina de Turing particular (especificamen-
te, la maquina deterministica con espacio de trabajo logaritmicamente acotado) en formulas de una ldgica particular (la
extension de la l6gica de primer orden con el operador de la clausura transitiva deterministica). Esta version uniforme de
la Teoria Descriptiva de la Complejidad Computacional es la que presentamos en este trabajo. Palabras claves: Légica,
Teoria de Modelos Finitos, Complejidad Computacional.

A UNIFORM PRESENTATION OF THE THEORY OF DESCRIPTIVE COMPUTATIONAL COMPLEXITY

ABSTRACT: The Theory of Descriptive Computational Complexity deals with Computational Complexity from the pers-
pective of Logic. Among its main goals it is the logical characterization of computational complexity classes, traditionally
defined in terms of resource bounded Turing machines. The presentation often found of this theory in the current literature,
follows its historical development; hence, in consequence, for each particular computational complexity class one finds a
particular translation of the associated computational model into the syntactic elements belonging to the logic intended for
describing the complexity class. This long and ardous intelectual job can be simplified with a scheme that links a time or
space complexity class with a formal language, which requires learning just a single translation of a particular Turing ma-
chine model (namely, the logarithmic space bounded deterministic Turing machine) into formulas of a particular logic (the
extension of first order logic with the deterministic transitive closure operator). It is this uniform version of the Theory of Des-
criptive Computational Complexity which we present in this paper. Keywords: Logic, Finite Model Theory, Computational
Complexity.

INTRODUCCION

La teoria descriptiva de la complejidad computacional,
o en forma mas concisa, la Teoria Descriptiva de la Com-
plejidad, estudia la Complejidad Computacional desde la
perspectiva de la Logica. Entre sus metas principales esta
el caracterizar mediante l6gicas las clases de complejidad
computacionales, tradicionalmente definidas en términos
de maquinas de Turing con recursos acotados. De esta
manera, el tiempo, el espacio u otra medida dependiente
de la arquitectura de una maquina, necesarios para re-
solver un problema, se traducen en nimero de cuantifica-
dores, variables y otros recursos sintacticos que permiten
describir el problema en un lenguaje formal.

Ademas de librarnos asi de toda referencia a un modelo
de computadora particular, este marco tedrico provisto por
la Légica nos permite importar los métodos y herramien-

tas de ésta, para trabajar en las soluciones a los enigmas
de la Complejidad Computacional. Es en ese sentido que
apreciamos la Teoria Descriptiva de la Complejidad: no co-
mo sustituto, sino como complemento de la caja de herra-
mientas que ya teniamos para trabajar en la complejidad
computacional de problemas. Por esto dltimo, la presen-
tacion que hago aqui de esta teoria no va de acuerdo a
como se sucedi6 histéricamente, ni tampoco soy fiel a las
demostraciones originales de sus resultados principales.
Estas desmostraciones las he sustituido por otras, acor-
des con un esquema Unico para vincular clases de com-
plejidad, espacial o temporal, con lenguajes formales, el
cual nos da una visibn mas uniforme de la teoria y que
explicaré en la seccién 3.4.

Un elemento necesario en este esquema para estable-
cer puentes entre la Complejidad Computacional y la Lo-
gica, es el de reduccion descriptible por férmulas de la
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I6gica de primer orden o PO-reducciones. El concepto de
reducibilidad de primer orden y sus variantes se conside-
ran de mucha importancia en la evolucién de la comple-
jidad en términos descriptivos y, por ello, en la seccién
4, se desarrolla nuestro segundo paradigma, que com-
plementa el primero mencionado antes. Este ultimo con-
cierne una manera de demostrar que un problema es un
representante de la clase de problemas de igual compleji-
dad PO-reducibles, partiendo de que nuestro problema es
un representante para la clase determinada por reduccio-
nes dadas en términos de maquinas de Turing (e.g. log—
reduccion).

Una vez establecidos estos esquemas los pondremos
en préctica reproduciendo, en la seccion 5, algunos de los
resultados que forjaron la Teoria Descriptiva de la Comple-
jidad como, por ejemplo, la relacién biunivoca entre la cla-
se NP y el fragmento existencial de la l6gica de segundo
orden (resultado que es considerado la piedra fundacional
de esta teoria), o vinculo similar entre P y PESPACIO y las
extensiones de la logica de primer orden por operadores
inductivos.

En un intento por hacer esta presentacion autoconteni-
da, expondré en las secciones 2 y 3 los elementos béasicos
de la Complejidad Computacional y de la Légica Matema-
tica que son necesarios. Por razones de espacio esto lo
hago de manera informal y bastante resumida, recomen-
dando al lector interesado en los detalles leer'!:'” para lo
referente a la Complejidad Computacional y % para una
buena introduccién a la Légica Matematica.

2. Complejidad Computacional

La Complejidad Computacional es el area de las cien-
cias de la computacion que intenta explicar por qué al-
gunos problemas, algoritmicamente resolubles, requieren
para este tipo de solucién de grandes cantidades de re-
cursos fisicos, como son el tiempo y el espacio necesarios
para realizar operaciones mediante un computador.

Para comprender y clasificar la complejidad de algorit-
mos resulta conveniente considerar sélo problemas de de-
cision: dado un conjunto K de objetos con cierta propie-
dad, nos interesa determinar membresia en K. Una vez
resuelto este problema algoritmicamente nos interesa sa-
ber cuén “eficiente” es nuestra solucion.

Comenzaremos por definir lo que entendemos por un
“problema” y fijaremos nuestro modelo de algoritmo.

2.1. Estructuras Finitas y Maquinas de Turing

Un vocabulario finito 7 = {Ry,...,R,,C1,...,Cs} esun
conjunto de simbolos relacionales R; y simbolos constan-
tes C;. Cada simbolo relacional tiene asociado un name-
ro entero positivo que indica su aridad: la longitud de los
vectores de elementos que pertenecen a la relacion. Una
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estructura finita sobre 7 (o 7-estructura finita) es una tupla

A= (A R},... . RACHA,...,.CH

gue consiste de:

ununiverso A= {ai,...,an};

constantes C;“ € A, interpretaciones de cada simbolo
constante C; € T;

relaciones RA C A", interpretaciones de cada simbolo
relacional R; € T de aridad k;.

Denotaremos por |A| la cardinalidad del universo de A.
Otra notacién que importaremos de la tradicion es escribir
R(aq,...,ax) para indicar que (a1, ...,a;) € R, para cual-
quier simbolo relacional R de aridad k. Frecuentemente
omitiremos, por comodidad, el superindice A en R4y C4,
y utilizamos el mismo simbolo R o C para referirnos a una
relacién o constante de un vocabulario y, a la vez, su in-
terpretacion en una estructura. Denotaremos por EST(7)
el conjunto de todas las estructuras finitas sobre 7.

Algunas veces necesitaremos hablar de subestructuras
de una estructura dada. Una r-estructura B es una sub-
estructura de una 7- estructura A, si el universo de B esta
contenido en el universo de A, cualquier relacién en B es
la correspondiente relacion en A restringida a B y cual-
quier simbolo constante tiene igual interpretacion en Ay
B.

Definicibn 1 Dado un vocabulario 7, un problema sobre
T es un subconjunto K de EST(7), cerrado bajo isomorfis-
mos. Una instancia de K es una r-estructura y una instan-
cia positiva de K es una instancia de K que pertenece a
K.O

La abstraccion teérica mas popular de un algoritmo v,
en general, de una computadora, es la maquina de Turing.
Existen diversas variaciones de este modelo (por supues-
to que sélo en papel) que se explican en forma detallada y
extensa en muchos libros (e.g.,'">'7) y, dada la gran canti-
dad de literatura existente sobre el tema, nos ahorraremos
el espacio para definir maquinas de Turing aqui y nos limi-
taremos so6lo a puntualizar aquellas de sus caracteristicas
gue consideramos importante recordar. La versién de méa-
quina de Turing que adoptaremos es la que tiene mdltiples
cintas con sus correspondientes cabezales: una cinta para
sélo leer los datos de entrada, varias otras para realizar el
trabajo necesario (por lo que los cabezales de estas cintas
de trabajo leen y escriben) y, posiblemente, una cinta de
sé6lo salida (y su cabezal sélo escribe).

De los elementos formales que definen una de estas
maquinas de Turing M nos interesa recordar:

m que esta constituida por un conjunto finito de estados
de los cuales distinguimos algunos como estados de
aceptacion;
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= que cada paso de la computacion que realiza M es
finitamente descriptible por una configuracion instan-
tanea CI: una tupla con la informacion del estado ¢
en que se encuentra M en un instante de sus opera-
ciones; la posicién i del cabezal lector en la cinta de
entrada; paracada j =1,...,k, la palabra u; que po-
see escrita en su j—ésima cinta de trabajo (asumimos
M tiene k > 1 cintas de trabajo) junto con la posicion
h; del cabezal de la j—ésima cinta de trabajo. Simbo-
licamente, escribimos

CI:= <q7i7u1,hl,u2,h2,'",ukahk>

Observe que no se incluyen en CT los contenidos de
las cintas de entrada y salida.

= M acepta una secuencia finita de simbolos si al escri-
birse estos en su cinta de entrada se puede producir
una sucesion finita de configuraciones, Cl,, C1y, ...,
C1,, donde CI, es la configuracion inicial, CI, es una
configuracion final que contiene un estado ¢, de acep-
taciény, parai =0,...,r—1, CI;;1, Se obtuvo a partir
de C1I; aplicando una de las reglas que rigen los mo-

vimientos de M. Unatal sucesion Cly,CIy,...,ClI, la
denominaremos una computacion de M.
= El tiempo de una computacion Cly,CIy,...,CI,.

es r. El espacio utilizado durante la computacion
Cly,CI,...,CI,. es la longitud méxima de las con-
figuraciones C'I; que la constituyen (donde la longitud
de CTes YF_, |uil).

m Sea f : N — Nunafuncién, donde N es el conjunto de
los naturales. La maquina de Turing M opera en tiem-
po (respectivamente, espacio) f(n) si para entradas
de longitud n, el tiempo (resp. espacio) de cualquier
computacion de M es O(f(n)).

m La maquina de Turing M es:

deterministica, si para cualquier configuracion
C1; existe a lo sumo una configuraciéon CI;,, si-
guiente;

nodeterministica, si para cualquier configuracion
C1; existe ninguna, una 0 mas configuraciones
C1;41 siguiente.

Dado que una maquina de Turing solo trabaja con se-
cuencias finitas de simbolos y deseamos que procese
estructuras finitas, debemos codificar nuestros problemas
(i.e., clases de estructuras) como un conjunto de palabras
de longitud finita. La codificacién usual es como un sub-
conjunto de {0,1}*, el conjunto de palabras sobre el alfa-
beto {0, 1}, y a continuacién presentamos una manera de
hacer esto. Téngase en cuenta que tal codificacién presu-
pone que las estructuras son ordenadas, es decir, que su
universo esta linealmente ordenado (esto nos permitira,
por ejemplo, hablar del “k—ésimo elemento”).
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Definicion2 Sea 7 := {Ry,...,R,,C1,...,Cs} un vo-
cabulario donde R; es una relacion de aridad k;, para
cada i = 1,...,r, y cada C; es un simbolo constante.
Sea A= ({{0,...,n—1},R{},...,RA,CA,...,C4) una 7—
estructura ordenada de tamafio n. La codificacion de A
sobre el alfabeto {0, 1}, denotada cod,(A), es la palabra

0|A|U1U2 C e UWT - Wy

en {0,1}*,donde, paracadai =1,...,s, u; eslarepresen-
tacion en binario de C y, paracada j = 1,...,r, w; esla
palabra en {0, 1}* de longitud n*: tal que el k-ésimo digito
de w; es 1 si el k-ésimo elemento de A*i (en el orden lexi-
cogréfico de k;—tuplas), esta en R, o 0 en caso contrario.
(Observe que si T es vacio entonces cod,(A) = 041, por
lo que siempre podemos recuperar la cardinalidad de A a
partir de su codificacion.)

Si K es un problema sobre 7, entonces cod, (K) :=
{cod.(A) : A € K} es la codificacion de K como un len-
guaje en {0,1}*. O

Tenemos asi que cuando queramos dar una 7—
estructura .4 como dato de entrada para una maquina de
Turing M, esto es sélo posible si los elementos de A es-
tan linealmente ordenados, en cuyo caso codificamos A
como palabra en {0,1}* de acuerdo con el esquema de la
Definicion 2 y escribimos cod, (A) en la cinta de entrada
de M. En el futuro, cuando escribamos expresiones como
“maquina de Turing M recibe por entrada estructura A”,
entiéndase esto como una abreviacion de “A es ordenada
e introducimos cod,(A) en M”. Téngase muy en cuenta
que el proceso de obtener cod.(A) a partir de .4 es muy
eficiente (esto debe quedar claro después de la Seccién
3)"y, por lo tanto, podemos ignorarlo en la contabilizacién
del tiempo o el espacio en el que incurra M para decidir
si cod(A) es la codificacién de una instancia positiva de
un problema o no. Esto también nos permite permanecer
tranquilos con el nivel de informalidad general que desea-
mos, donde, por ejemplo, Ay cod,(.A) se consideraran co-
mo esencialmente lo mismo.

2.2. Clases de complejidad

L (respectivamente NL; respectivamente PESPACIO)
es la clase de problemas computacionales resolubles por
magquinas de Turing deterministicas (resp. nodeterministi-
cas; resp. deterministicas) que operan en espacio log(n)
(resp. log(n); resp. polinomial en n), donde n es la longitud
de los datos de entrada. P (resp. NP) es la clase de proble-
mas computacionales resolubles por maquinas de Turing
deterministicas (resp. nodeterministicas) que operan en
tiempo polinomial en la longitud de los datos de entrada.
Si K es un problema sobre 7, su complemento se define
como K := EST(7)— K. Si C es una clase de complejidad,
su complemento se define como coC := {K : K € C}.

“Nos referimos a que la codificacion es descriptible en PO.
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Puesto que nodeterminismo es una generalizacion de
determinismo, resulta inmediato que L C NL y P C NP.
También es inmediato que si C es cualquiera de las clases
deterministicas, entonces C = coC. Algo menos trivial re-
sulta demostrar que NL C Py NP C PESPACIO, y con
estas se tiene la siguiente cadena de contenciones

L C NL C P C NP C PESPACIO

Demostrar que alguna de estas cuatro inclusiones es
estricta son de los problemas, aun abiertos, mas impor-
tantes de la Complejidad Computacional. EI mas notorio
es contestar la pregunta de si P es igual o no a NP.”
Ahora bien, resulta que alguna de esas cuatro contencio-
nes debe ser propia, ya que se ha logrado demostrar que
L # PESPACIO y NL # PESPACIO.

Otro problema abierto de igual importancia y que ha
suscitado similar atencién, es si NP es igual o no a su
complemento. Observe que si se demostrase que NP #
coNP, esto implicaria que P # NP.

A continuacién presentamos una lista de problemas que
resultaran de gran utilidad mas adelante.

Ejemplo 3 Sea 7, := {E,C, D}, donde E es un simbolo
de relacion binario, C'y D son dos simbolos constantes.
Una m—estructura A puede visualizarse como un grafo
mas dos vértices especificos, es decir, A = (4, EA, s,t)
donde E# es un conjunto de arcos, s y t dos vértices que
son las interpretaciones en A de las constantes C'y D.
Considere también el vocabulario 73 := {R, C, D}, donde
R es un simbolo de relacion ternario, C'y D como antes.
Una ms—estructura A = (A, R4, s, t) puede visualizarse co-
mo un sistema de caminos; esto es, un conjunto de vérti-
ces A, unarelacion R4 C A x A x A, dos vértices especi-
ficos s,t € A, y donde un vértice es accesible si es s, 0 si
dados z e y vértices accesibles y si se tiene (z,y,z) € R
(siendo posible 2 = y), entonces z es accesible.”™ Consi-
dere los siguientes problemas:

DTC := {A=(A,E* s,t) € EST(r): A esun grafo
dirigido y existe un camino de s a t de
vértices con grado exterior = 1}

"El 24 de Mayo del afio 2000 este problema fue presentado por
Michael Atiyah y John Tate, como uno de los siete problemas mate-
maticos que conforman los “Problemas del Milenio” y por cuyas so-
luciones el empresario estadounidense Landon Clay ofrece un millén
de délares por problema. Este anuncié fue hecho en el College de
France durante los actos organizados para celebrar el centenario de
la lista de 23 problemas propuesta por Hilbert en 1900. La escogencia
de estos problemas fue hecha por un panel de cientificos conforma-
do por Andrew Wiles, Alain Connes, Edward Witten y Arthur Jaffe (ver
http://wuw.claymath.org/index.htm ).

**Otra manera de visualizar una T3—estructura es como un sistema de
deduccién donde s es un axioma, ¢ es un teoremay R4 es una regla que
asocia a un par de teoremas (elementos “demostrables”) una conclusién
(que es entonces, a su vez, demostrable).
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TC := {A=(A EA s t)cEST(n): Aesungrafo
dirigido y existe un camino de s a t}

PS := {A=(A,R% s,t) € EST(rs) : A es un sistema
de caminos donde t es accesible desde s}

HP := {A=(A E,s,t) € EST(r):.Aesun grafo
dirigido y existe un camino hamiltoniano de
sat}

WHEX := {A=(A4,E,s,t) € EST(1»): Aesun grafo

y el Jugador 1 tiene una estrategia ganado-
ra en el juego de Whex sobre A}

El grado exterior de un vértice es el nUmero de arcos que
salen de él. Un camino hamiltoniano es un camino que
pasa por todos los vértices del grafo sin repeticiones. El
juego de Whex sobre A = (A, E, s,t) consiste en dos ju-
gadores (Jugador 1 y Jugador 2) quienes se alternan en
colorear los vértices del grafo A salvo s y ¢. Jugador 1 utili-
za el color azul, mientras que Jugador 2 utiliza el color rojo.
Las jugadas estan sujetas a las siguientes restricciones:

Jugador 1 es el primero en jugar y debe hacerlo
coloreando azul un vértice adyacente a s. En sus
sucesivas jugadas Jugador 1 debe colorear azul
un vértice que no haya sido coloreado antes, ni
azul ni rojo, adyacente al ultimo vértice coloreado
azul. Jugador 2 debe responder coloreando rojo
un vértice que no haya sido coloreado antes, ni
azul ni rojo, adyacente al ultimo vértice coloreado
azul (i.e., la jugada previa de Jugador 1).

Es decir, Jugador 1 intenta construir un camino, paso a
paso, partiendo desde s y Jugador 2 intenta bloquear es-
te camino a cada paso. El juego finaliza cuando todos los
vértices (excepto s y t) han sido coloreados. Jugador 1 ga-
na si, y sélo si, existe un camino de s a ¢t en 4 de vértices
azules. O

No es dificil disefiar un algoritmo nodeterministico y que
emplee espacio logaritmico para decidir membresia en TC
(ejercicio). Por lo tanto, TC € NL, y esto es lo mejor que se
puede decir actualmente. De igual manera, la mejor cota
inferior computacional que se conoce para cada uno de los
otros problemas mencionados es, respectivamente, asi:

DTC eL, PSe P, HP ¢ NP y WHEX € PESPACIO.

Un concepto importante en la Complejidad Computacio-
nal es el de reduccion de un problema a otro. Este sirve
para comparar la complejidad de un problema respecto de
otro.
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Definicibn 4 Sean 7y ¢ dos vocabularios y k& un entero
positivo. Una (7, o)—traductora de aridad k£ es una maqui-
na de Turing M deterministica con cinta de entrada, cinta
de salida y varias cintas de trabajo, que acepta como en-
trada s6lo codificaciones en {0, 1}* de r—estructuras orde-
nadas de cardinalidad n y, durante sus cémputos, escribe
en su cinta de salida la codificacién en {0,1}* de alguna
o—estructura ordenada de cardinalidad »*, univocamen-
te determinada por los datos de entrada. Si A € EST(r),
denotamos por M (cod,(A)) la salida de M al recibir por
entrada cod(A) y decimos que M traduce la codificacion
en {0,1}* de la T—estructura A en la palabra M (cod,(A))
en {0,1}*, correspondiente a la codificacion de alguna o—
estructura.

En pocas palabras, una (r,0)-traductora es una ma-
quina que computa una funcion de cod,(EST(7)) en
cod,(EST(0)). Si el espacio maximo (nimero de celdas)
requerido en las cintas de trabajo para realizar la traduc-
cion es O(logn), donde n es la longitud de la entrada,
hablamos entonces de una log—(r, o)-traductora. (Similar-
mente, si el tiempo necesario para efectuar la traduccion
es polinomial en los datos de entrada, hablamos entonces
de una poli—(7, o)-traductora. Sin embargo, éste tipo de
traductores no nos interesaran mucho.) O

Definicion 5 Un problema K C EST(7) es log—reducible
a un problema @ C EST(0), y escribimos K <;,;, Q, Si
existe una log—(r, o)-traductora M de aridad k tal que, pa-
ra cualquier A € EST(7),

cod,(A) € cod.(K) siy solosi M(cod.(A)) € cod,(Q). O

Intuitivamente, si K <j,; @ entonces () es tanto o mas
dificil de decidir computacionalmente que K. La relacion
<104 €s reflexiva y transitiva.

Definicion 6 Sea C una clase de complejidad. Un proble-
ma K C EST(r) es completo para C via log—reducciones,
si K € Cysiparatodo @ € C se tiene ) <j; K. Esto se
abreviara como “K es C-log—completo” o, simplemente,
“K es C—completo” cuando no haya duda del tipo de re-
duccidn en consideracion (mas adelante veremos otras).
g

Debido a la transitividad de <,y una vez que se cono-
ce un problema K como C—completo, entonces dado otro
problema @ en C para ver que @ es a su vez C—completo
es suficiente probar que K <o Q.

El que tal vez es el primer problema NP—completo fue
dado por Stephen Cook en # y trata sobre satisfabilidad
de férmulas en la logica proposicional. Daremos un breve
repaso de esta légica y definiremos el problema de Cook
a continuacion.

2.3. Légica proposicional y satisfaccion

Var = {x, 2, z3,...} €S un conjunto infinito numerable
de variables. Estas variables se combinan con los opera-
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dores booleanos A, V, =, — y <«— , para obtener las
formulas proposicionales.

Definicibn 7 Una férmula proposicional (o simplemente
una proposicion) es

(i) una variable x € Var;
(i) —(¢) (negaciodn), donde ¢ es una proposicion;

(iii) (1 Ap2) (conjuncién), (1 Vs) (disyuncion), (g1 —
¢2) (implicacion), (1 +— ¢2) (equivalencia), donde
p1 Y =2 SON proposiciones.

(Usualmente se omiten los paréntesis para mejorar la le-
gibilidad de las férmulas, pero teniendo cuidado de no in-
currir en ambiguedades.)

La interpretacion de éstas férmulas es como sigue. Una
asignacioén de verdad es una funcion T : W — {0, 1} don-
de W es un subconjunto finito de Var. Dada una propo-
sicién ¢ y una asignacion de verdad T, decimos que T
satisface ¢, denotado T = ¢, si sucede:

() cuandop:=2 e W, T 2z < T(z) =1,

(i) cuando ¢ :== ¢, T E ¢ <= T [~ ¢ (.e, Tno
satisface ¢, 0 equivalentemente T(¢)) = 0);

(i) cuando p ;=Y AN, TEp < TEYYyTESY,
(iv) cuando ;=9 Vl, Ty < TEY0oT]=6,

(vy cuandop :=¢ — 6, TE ¢ <
T |= ¢ implica T [ 6;

(viy cuando p:=19 «— 6, TE ¢ <
TlE=ysiysolosiTES O

Definicion 8 Una proposicion ¢ es satisfacible si existe
una asignacion de verdad Ttalque T | ¢. O

Por ejemplo, la proposiciéon

¢ = (mz1 Vme) A(za VasV -z A (ze V-xs) (1)
es satisfacible. Basta considerar T : {z1,z2,23} — {0,1}
con T(xz;) = T(x3) = 0y T(x2) cualquier valor.

Decimos que una proposicion ¢ esta en forma normal
conjuntiva (fnc) si es una conjuncion de disyunciones de
literales (i.e., variables o sus negaciones); es decir ¢ tiene
laformaCi ACoA...ANC,,dondecada C; :=1;; V...Viim
con l;; = x;; 0 —x;;. Las C; se llaman clausulas. Observe
gue ¢ en (1) esté en fnc. Existe también la forma normal
disyuntiva (fnd) y es un hecho que toda formula proposi-
cional es equivalente a una férmula en fnc y también a una
formula en fnd (e.g. ver®).

El problema de Cook sobre la I6gica proposicional es
el siguiente. Dada una proposicion ¢, en forma normal
conjuntiva, ¢existe una asignacion de verdad que hace ¢
cierta?, en otras palabras, ¢ es ¢ satisfacible? Sea SAT el
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conjunto de todas las proposiciones, en forma normal con-
juntiva, que son satisfacibles. Un algoritmo deterministico
para decidir membresia en SAT requiere (hasta donde se
sabe) tiempo exponencial. Sin embargo con nodeterminis-
mo se puede tener tiempo polinomial.

Sea 75, = {P, N} con Py N dos simbolos relacionales
binarios. Una 7,,;—estructura A = (A, PA, N4) con |A| =
n, representa una proposicion en forma normal conjuntiva
de n clausulas, cada una con a lo sumo 2n literales, de
manera que

(i,j) € P* siy solo si variable j aparece positiva
en clausula i

(i,j) € N4 siy solo si variable j aparece negati-
va en clausula i.

Como ejemplo codifiguemos ¢ en (1) como una estructura
finita. Esta es

A, = ({1,2,3}, P4 N4¢) con
P = {(2,2),(2,3),(3,2)}y
N4 = {(1,1),(1,3),(2,1),(3,3)}.

SAT, como clase de 74,,—€structuras, es el problema

SAT := {A € EST(7s5.) : A €s una proposicion
(fnd) satisfacible }.

Teorema 9 (S. Cook *) SAT es NP—completo. O

Observe que, por ejemplo, si K es un problema en NP
y Q@ <iog K entonces € NP; es decir, NP es cerrado
bajo log—reducciones. Esto es cierto también para todas
las otras clases de complejidad que hemos definido. Por
lo tanto, hallar ejemplos de problemas completos via <,
en cada una de las clases de complejidad, es un paso
importante para demostrar que estas coinciden o difieren.
Cada uno de los problemas en el Ejemplo 3 son comple-
tos en las clases donde se encuentran. Existen textos que
presentan largas listas de problemas completos via <jqg;
en particular, la obra de Garey y Johnson® es considerada
una enciclopedia de problemas NP—completos.

3. Légicay Teoria de Modelos Finitos.

Nuestro proximo objetivo es definir la l6gica de primer
orden, lo cual constituye un primer paso hacia una des-
cripcién puramente sintactica de las clases de complejidad
computacional.

3.1. La Ldgica de Primer Orden (PO).

3.1.1. Sintaxis

Sea Var el conjunto infinito numerable de variables pre-
sentado antes. Sean -, V, A, — , <— los operadores
booleanos, 3y V los cuantificadores, = el simbolo de igual-
dad, ) y ( los paréntesis y T un vocabulario. La légica de
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Primer Orden sobre 7, PO(7), esta constituida por suce-
siones finitas de simbolos tomados entre los descritos en
el parrafo anterior, que se denominan formulas y que se
componen utilizando las reglas que siguen a continuacion,
un numero finito de veces.

(i) Si R € 7 es un simbolo relacional de aridad s,
t1,...,ts,t y t' son variables o constantes C € , en-
tonces

R(tl,"'ats) y (t = t,)

son formulas. (Estas son las féormulas atomicas. Las
variables o constantes usualmente se denominan tér-
minos.)

(i) Si ¢y son férmulas entonces

(¢/\¢)v (¢Vw)7 _'(Qﬁ)a (¢ — w)a (¢ > ¢)
también son férmulas.

(iii)y Si ¢ esunaformulay xz € Var, entonces

Jz(p) y V(o)
son férmulas.

(Aligual que en la légica proposicional, omitimos parénte-
sis siempre que sea posible.)

Las variables que aparecen en una formula fuera del
alcance de algun cuantificador se llaman libres. Una sen-
tencia es una férmula sin variables libres.

El conjunto de todas las férmulas de primer orden so-
bre cualquier vocabulario finito 7 seré indicado por PO. En
simbolos,

PO = | J{PO(r) : 7 es un vocabulario finito }.

3.1.2. Semantica

Sean 7 un vocabulario, A una 7-estructura de cardinali-
dad n y A su universo. Sea ¢ una sentencia en PO(r). A
continuacion se define la relacién de satisfacién de sen-
tencias en estructuras, A |= ¢, la cual extiende la seman-
tica que dimos para la I6gica proposicional.

() Si ¢ := R(C4,...,C), donde R € 7 es un simbo-
lo relacional de aridad K y C4, ..., C} son simbolos
constantes en 7, entonces

Al R(Cy,...,Ck) < RACY,..
Si ¢ := C = C’, donde C y C’ son simbolos constan-
tes en T, entonces

AEC=0C" < CA=C"esciertoen A

.,C{') es cierto en A

(i) Al=-¢ < A~ ¢ (i.e., no es cierto que A |= ¢)
(i) AE oA <= Aoy ARy
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(iv) AlE3Jz¢p < paraalgina € A4, A= ¢(Z),

donde ¢(%) es la formula obtenida a parti(rl de ¢ susti-
tuyendo todas las apariciones de z por a. (Observe
qgue implicitamente hemos extendido el vocabulario
original con nuevas constantes, tantas como elemen-
tos en A, y asi tratamos cada elemento de .4 como
simbolo constante cuando aparece en alguna férmu-

la.)

La semantica para sentencias que involucran los opera-
dores v, — , <— Y el cuantificador V se determina
usando las reglas (ii) a (iv) y considerando: ¢ V ¢ como
una abreviacion de —(—¢ A —1)); ¢ —> 1) como una abre-
viacion de —¢ V ¢; ¢ «— 1 como una abreviacion de
(¢ — Y)A (Y — ¢); Vog como una abreviacion de
—|E|.’17_|¢.

Para extender la semantica a cualquier férmula

¢(zy,...,z,) (cuyas variables libres estan en {z1, ..., z,})
decimos,
A= d(xy,...,zn) = AEVe .. Yeud(a, ..., zp)

Ejemplo 10 Sean 7 = {R(-,-)} Y ¢ € PO(r) la siguiente
sentencia:

¢ = Va(=R(z,z)) AVaVyVz((R(z,y) A R(y, 2))

— R(z,2)) AVaVy(z =y V R(z,y) V R(y, x)).

Dada A € EST(r), (e.g., A = ({0,...,n — 1}, R4))
A | ¢ si, y solo si, A esta linealmente ordenado por R4
g

El problema definido por una sentencia ¢ en PO(r) es
MOD(¢) = {A € EST(7) : A | ¢}

Si S es un conjunto de r-estructuras, es decir S C
EST(7), decimos que S es definible en PO(r) si existe una
sentencia ¢ € PO(7) tal que S = MOD(¢).

El siguiente teorema es parte del félclore de la Teoria de
Modelos Finitos y se demuestra por induccién en férmulas
(ver®14),

Teorema 11 Los problemas definibles por sentencias de
primer orden estan contenidosenL. O

El enunciado del teorema anterior se expresara simbdli-
camente como PO C L. Mas adelante definiremos otras 16-
gicas diferentes de PO que capturaran las clases de com-
plejidad computacional por encima de L. Formalizaremos
ese concepto de captura ahora.

Definicibn 12 Si £ es una ldgica y C es una clase de
complejidad, entonces £ C C es una abreviacion de lo si-
guiente: dada una sentencia ¢ en L, el problema definido
por ¢, MOD(¢) (o, siendo mas formales, la codificacion co-
mo sucesiones de 0y 1 de MOD(¢)), pertenece a C. Simi-
larmente, C C £ abreviar4 el que para cualquier problema
K en C existe una sentencia ¢ en £ tal que K = MOD(¢).
Si L C Cy C C L escribimos entonces £ = C, y decimos
que la légica £ captura la clase de complejidad C. O

Arratia

La légica de primer orden no es lo suficientemente ex-
presiva como para capturar la clase L. Para ver esto con-
sidere el problema

PAR = {A € EST(7.) : |A| es par }

el cual es decidible en L (r. es el vocabulario vacio). Sin
embargo, PAR no es definible en PO, alun con respecto a
conjuntos ordenados, como se sigue de la siguiente pro-
posicién. (Nos interesa incluir una relacion de orden por-
gue recuerde que al considerar las estructuras finitas co-
mo datos a ser leidos por una maquina de Turing, estas
deben ser ordenadas.)

Proposicion 13  Si A y B son 6rdenes lineales de cardi-
nalidad > 2", entonces A y B satisfacen las mismas sen-
tencias de primer orden con no mas de n cuantificadores.
O

En particular, si ¢ es una PO-sentencia que define orde-
nes lineales de cardinalidad par, n es el nUmero de cuanti-
ficadores en ¢, A es un orden lineal de cardinalidad 2™, B
es un orden lineal de cardinalidad 2"*!, entonces se debe
tener A = ¢ y B [~ ¢, pero por Proposicion 13, tanto A
como B satisfacen ¢, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, PAR no es definible en PO, aln respecto de conjun-
tos ordenados.

Asi:
PO§L C NL C P C NP C PESPACIO

La demostracion de Proposicion 13 utiliza una herra-
mienta popular en la teoria de modelos finitos: los juegos
de Ehrenfeucht—Fraissé, los cuales no presentaremos por
ser irrelevantes al objetivo central de este trabajo. Estos se
pueden estudiar en el libro®. Pasemos ahora a revisar el
concepto de reducibilidad desde la perspectiva de la Légi-
ca.

3.2. Reducibilidad en términos légicos

En lo sucesivo £ denota una légica cualquiera (por los
momentos sélo conocemos PO, pero sélo unas pocas pa-
ginas nos separan de otras légicas). Comenzamos con el
analogo ldgico de una (7, o)—traductora.

Definicibn 14 Sea 7 un vocabulario cualquieray sea o =
{Riy,...,R.,C4,...,Cs} un vocabulario donde cada R; es
un simbolo relacional de aridad n; y cada C; es un simbo-
lo constante. Sea z una sucesion finita de variables y k un
entero positivo. Una (7, o)—traslacion de aridad k y para-
metro z de EST(r) en EST(o) descriptible en £(7), es una
ley definida por un conjunto X de férmulas en £(r) que
asigna a cada r—estructura A y cada interpretacion a de z
en A una Unica (salvo isomorfismos) o—estructura As. El
conjunto X tiene la forma

Y= {Qﬁl(jl)a s '7¢T(fr)7w1(y1)7 s ‘7¢S(ys)}7
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donde cada ¢; es una L(r)-férmula con un vector z; =
(Tiys -, Tiy,,) de kn; variables distintas y posiblemente
otras variables tomadas de z, y cada i; es una L£(r)—
formula con un vector j; = (y;,,--.,y;,) de k variables
distintas y posiblemente otras variables tomadas de Z. La
o—estructura Ay, se construye a partir de la T—estructura
A, ay X de la siguiente manera:

m el universo de Ay, es A*:

= |as relaciones (segun o) son, paracadai=1,...,r:
R = {me AP (Aa,m) E ¢i(T)}

= las constantes son, paracada j =1,...,sYy paratodo
we Ar:

Ci® =1 < (A,a7) Fv;7;) AVo,...,
\V/Uk(—ﬂﬂj(’l}l,...,vk)
\/(Ulzyﬂ/\.../\vk:yjk)).

(La férmula anterior asegura que CjAE es Unico y, por
lo tanto, bien definido.) O

Definicion 15 Sean £ una ldgica, 7 y o dos vocabularios,
K un problema sobre 7y @ un problema sobre o. Decimos
gue K es L-reducible a @ (lo que denotamos por K <,
Q) si existe un entero £ > 0y un conjunto de férmulas
¥ C L(7) que definen una (7, o)—traslacion de aridad & y
parametro z de EST(r) en EST(o), tal que, para toda 7—
estructura A y cualquier interpretacién a de z en A,

(A,a) e KsiysoOlosi As € Q. O

En particular, si £ en la Definicion 15 es PO tenemos en-
tonces reducciones de primer orden, las cuales son mas
débiles que las reducciones computables en espacio loga-
ritmico de acuerdo con lo demostrado en 3.1.

3.3. Satisfaccion cuantificada

Retornemos a la légica proposicional permitiéndonos
ahora cuantificar variables. Una proposicién ¢ con n va-
riables =4, ..., x,, cuantificadas, por ejemplo, en la forma
Az Vao3zs ... Qe (Q € {3,V}) es satisfacible si “para
alguno de los dos valores de verdad que puede tomar xz;
(i.e. 0 0 1), se tiene que para ambos valores de verdad que
puede tomar x», se tiene que para alguno de los dos valo-
res de verdad que puede tomar z3, ..., etc., se concluye
que ¢ es verdad”. Por ejemplo la formula ¢ en (1) de la
seccién 2.3 cuantificada de la siguiente manera:

Iz Veodzse = Tz Vaodzs[(—zy V —za) A

(SEQ \Y I3 \Y ﬁib”l) A (332 \Y ﬁ333)]
es satisfacible: vimos ya que existe un valor para z; y uno

para z3 tales que cualquiera sea el valor de 2,  es satis-
facible.
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Un pariente de SAT y de aparente mayor complejidad es
QSAT. Una instancia del problema QSAT es una formula
proposicional en fnc con todas sus variables cuantificadas
por 3 o0 V. Una instancia positiva es una instancia que es
satisfacible.

Para representar QSAT como una clase de estructuras
finitas, el vocabulario adecuado es 7,5, = {P, N,U}, don-
de Py N son los mismos predicados binarios definidos en
la seccién 2.3 y U es un predicado unario con el siguiente
significado: Si A es una 7,s,:—€structura entonces

i € U4 siy soélo si la variable i esta universal-
mente cuantificada.

Luego

QSAT = {A € EST(rysq) : A €S una proposicion

cuantificada en fnc que es satisfacible}.

QSAT fue el primer problema encontrado PESPACIO—-
log—completo por L. Stockmeyer y A. Meyer (ver®). A par-
tir de la completitud de QSAT se han demostrado que
otros problemas son PESPACIO—-completos. En particular,
muchos problemas sobre juegos de informacion perfecta
entre dos jugadores que toman turnos alternativamente,
puesto que QSAT se puede ver como uno de tales juegos:
Dada

¢ :=Qir1Q272 ... QnTnd

donde ¢ es una formula proposicional en fnc con las varia-
bles z1, ..., z,, los cuantificadores @; € {3,V} (1 < i < n)
gue se alternan entre 3y V, comenzando con ¢, = 3 (lo
cual no es una pérdida de generalidad ya que siempre po-
demos afiadir clausulas de la forma z Vv —z sin que se alte-
re el valor de verdad de ¢). Se tienen dos jugadores, 3 (el
jugador existencial) y V (el jugador universal), que toman
turnos y asignan un valor de 0 (falso) o 1 (verdadero) a ca-
da variable, comenzando con z; y siendo 3 el primero en
jugar. Por lo tanto, 3 asigna valores de verdad a las varia-
bles existencialmente cuantificadas, mientras que V hace
lo mismo con las variables universalmente cuantificadas
en ®. Llamemos a este juego Qsat. Decimos que 3 gana
el juego de Qsat sobre ® siy sélo si después del n—ésimo
movimiento ¢ es verdadera. Entonces

A € QSAT siy sé6lo si 3 tiene una estrategia ga-
nadora en el juego de Qsat sobre A.

Con esta perspectiva de QSAT como un juego podemos
demostrar que WHEX es PESPACIO—completo respecto
de Slog-

Teorema 16 QSAT <, WHEX.

Demostracion: Debemos transformar férmulas proposi-
cionales cuantificadas ® en grafos G, de manera que:

(¥): @ es satisfacible si, y s6lo si, Jugador 1 gana el juego
de Whex sobre G¢ Y ciertos vértices s y t.
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Sea ® := Iz Vs ... Qunr,(C1 AC2A...ACy,), donde cada
clausula C; es una disyuncién de literales x 0 —z. Defini-
mos el grafo G = (V, E) de la siguiente manera:

V = {Satay}u {xiafiauiaaiavi 11 S ) S TL}
U {wy:1<i<n/2]}U{ei,zi:1<i<m}

&=
Il

(8,561), (Svfl)v (vnacl)a (Unv Z1)7 (ZWHt)a (yvt)}

(i, wi), (@i, i), (wis t), (Wist), (zi,v3), (T, 0) :

-

, (0, Tiy1) 1 <i<n—1}

V24, Wa; ), (W, t) : 1 < i < [n/2]}

Ziy Zit1)s (i Cip1) 1 1 < i <m — 1}
ci,y): 1 <i<m}

: el literal —z; esta en clausula C;}
: el literal z; esta en clausula C;}

CcC C Cc cCccc

(La Figura 1 es el grafo G¢ para

® := Jxy Voo IJzs[(—xy Vox2) A (22 VsV x ) A(ze Voxs)]).

Los movimientos de Jugador 1 y Jugador 2 sobre el
grafo G corresponden a movimientos de 3y V sobre &.
El literal 7 denota la negacion de z; por lo tanto el que
Jugador 1 coloree x»;_1 0 To;—1 corresponde a 3 asignar el
valor de 0 0 1 a z»;_1. De manera similar las coloraciones
de Jugador 2 corresponden a las asignaciones de V.

No es dificil ver que la construccion de Gg a partir de ®
se puede realizar deterministicamente y usando espacio a
lo sumo logaritmico en el nUmero de clausulas vy literales
en ®. La verificacion de la afirmacion (x) se deja como
ejercicio, pero si le resulta dificil hacerlo vea los detalles
en3. O

Un poco més dificil (y de mayor interés) es probar que la
reduccion de QSAT a WHEX es expresable en la logica de
primer orden. Se puede intentar el método directo de ex-
presar la reduccién descrita arriba por formulas de primer
orden. Esto involucra, entre otras cosas, codificar los ele-
mentos de V' como tuplas compuestas por simbolos cons-
tantes del vocabulario, lo cual determinara la aridad de la
reduccion. Si bien esta solucién parece simple no siempre
es realizable, lo cual justifica investigar otras posibles ma-
neras de refinar reducciones logaritmicas a reducciones
describibles en PO. Una de estas alternativas la obtendre-
mos como corolario de los resultados que presentamos
en la seccidn 4. Alli indicaremos como obtener la comple-
titud de WHEX respecto a reducciones de primer orden sin
cuantificadores y con una forma muy particular.

Arratia

Figura 1: G para
d = 31‘1Vl‘231‘3[("1‘1 V _|l'2) N (1'2 Vl‘g V _|l'1) A (1'2 \Y _|£L'3)].

3.4. Un paradigma para capturar clases de complejida-
des

Dada una clase de complejidad computacional C y una
I6gica £, para demostrar que £ = C, es decir que £ cap-
tura C (ver Definicion 12), procederemos de acuerdo con
el siguiente esquema:

1. Para demostrar que £ C C indicar, para cada senten-
cia 6 de £, como construir un algoritmo o maquina de
Turing My, con las restricciones adecuadas para pro-
cesar soOlo problemas en C, que acepta Unicamente
la codificacién de MOD(#). Esta contencion es, por lo
general, la mas facil de demostrar.

2. Para demostrar que C C £ hacer lo siguiente:

a) Hallar un problema € cuya codificacién sea un
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lenguaje en C y tal que sea completo en C via
reducciones de primer orden.

b) Demuestre que ) es expresable en L.

c) Demuestre que £ es cerrado bajo reducciones
de primer orden. O

Puesto que Pog L, debemos buscar lenguajes mas ex-
presivos que la légica de primer orden para capturar las
clases de complejidad por encima de (e incluyendo) L.
En la préxima seccién estudiaremos una manera de in-
crementar el poder expresivo de PO que, a la vez, nos
dara un método para demostrar que un problema es com-
pleto en C via reducciones de primer orden. Este método
consiste en considerar nuestro problema escogido 2 en C
como un operador que actlia sobre formulas de PO para
formar otras formulas que, esencialmente, describen pro-
blemas reducibles a Q2 via <pp. Al demostrar que nuestro
lenguaje (PO + Q2 como operador) captura C tendremos
como bono extra que 2 es PO—completo para C. Asi, los
resultados de la proxima seccion no sélo explican una ma-
nera de extender el poder expresivo de PO, sino también
forman nuestro paradigma para demostrar que un proble-
ma es PO—-completo, que junto con el paradigma de captu-
ra constituyen nuestras herramientas para describir clases
de complejidad espacial o temporal por Idgicas.

4. Cuantificadores Generalizados o de Lindstrom.

En un trabajo de Per Lindstrom, publicado en 1966
(ver'%), se describe una manera de asociar a cualquier
clase de estructuras (finitas o infinitas), cerrada bajo iso-
morfismos, un operador o cuantificador generalizado que
agregado a un lenguaje de primer orden produce una ex-
tension logica donde la clase de estructuras en cuestién
es definible. Esta idea de Lindstrém fue empleada por Neil
Immerman en los 80 (del siglo XX) para definir extensio-
nes de PO que capturan las clases L, NL y P (ver'?), y,
posteriormente, otros investigadores continuaron el pro-
yecto iniciado por Immerman lograndose completar la des-
cripcion de todas las clases de complejidad computacio-
nales por extensiones de PO con cuantificadores generali-
zados. En esta seccion presentamos estas construcciones
I6gicas y sus aplicaciones.

4.1. La Ldgica Q*[PO].

Definicibn 17 Sea 7 un vocabulario cualquiera 'y sea o =
{Ry,...,R.,C1,...,Cs} otro vocabulario donde cada R;
es un simbolo relacional de aridad n; y cada C; es un sim-
bolo constante. Sea 2 un problema sobre ¢. La extension
de PO(7) con el cuantificador €2, denotada Q*[PO(7)], es
el menor conjunto de féormulas tal que:

(i) PO(r) C *[PO(7)];
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(i) si ¢,¢ € Q*[PO(7)] entonces —(¢), (¥ A @), (¢ V
@), Jz(¢) y Vz(y) también son férmulas de
Q*[PO(7)];

(i) si X := {1 (@1),..., (@), 01(H1), -, ¥s(¥s)} C
0*[PO(1)] define una (r,o)-traslacion de aridad & y
parametro z de EST(7) en EST(o) (recuerde la defini-
cién 14), entonces la siguiente es una nueva férmula
en Q*[PO(7)]:

fI)(E) = Q[fl,...,fr,yl,...,ys:Qﬁl(fl),...,

(b?“(jr)awl(yl)a s 7ws(ys)]

donde las variables en cada tupla z; y ; estan aco-
tadas en ® por el cuantificador () y, en consecuencia,
las variables libres de ® (contenidas en el parametro
Z) son las variables libres en algun ¢; y algan ; dis-
tintas de las que aparecen enz; y y; respectivamente.

Semantica: La interpretacion de las férmulas obtenidas
segun (i) y (i7) se define de la manera usual. La interpre-
tacion de ® obtenida segun (:i7) se define de la siguiente
manera: si A € EST(7) y @ es una interpretacion de z en
A (obviamente |a| = |z|), entonces (A,a) = ®(Z) si, y sO-
lo si, la (7, 0)-traslacion de A descrita por X, es decir, la
estructura As, € EST(0), es tal que As, € Q.

La extensién de la loégica de primer orden PO con el
cuantificador Q2 es el lenguaje

Q*[PO] := | J{Q*[PO(r)] : 7 es un vocabulario}

Fragmentos de ©Q*[PO]: Sea n un entero positivo. Defini-
mos:

Q"[PQ] es el lenguaje Q*[PO] excepto que a lo sumo n
aplicaciones del cuantificador Q2 pueden estar anida-
das.

pos Q*[PO] denota el lenguaje Q*[PO] donde ninguna
aplicacion de Q2 esté en el alcance de - (i.e., todas
las apariciones de (2 son positivas).

pos Q"[PO](r) denota el lenguaje 2*[PO] donde a lo su-
mo n aplicaciones de ) pueden estar anidadas y to-
das positivas.

Observacién 18 Hemos utilizado el mismo simbolo Q para
denotar un problemay, a la vez, el cuantificador asociado a ese
problema. Esto no deberia causar confusién ya que sera siem-
pre claro el sentido en que consideramos 2 a partir del contexto.
Por otra parte, este abuso de notacién resulta en una sana sim-
plificacién de la simbologia al evitarnos mdltiples subindices y
nombres. [

Ejemplo 19 Los cuantificadores 3y V pueden verse como
casos particulares de la construcciéon de Lindstrom. Sea
o1 = {U} donde U es una relacién unaria y considere las
siguientes clases de o;—estructuras:

3 = {(A,B):BCAy B#0}y
V = {(4,B):B=A}
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Si ¢(x) € PO(7), A es una T-estructura cualquiera y
¢t = {a€e A: A= ¢(a)}
entonces

—
—

(4,¢4) € Ty
(A4, eV

A 3r6(z)
A = Vao(z)

Por supuesto que 3*[PO] y V*[PO] son exactamente PO.
g

Ejemplo 20 En el Ejemplo 3 se definieron las clases de
m—estructuras DTC, TC, HP y WHEX, y la clase de 73—
estructuras PS. Cada una de estas clases da origen a
una extensién de PO donde es posible definirlas. Se tie-
nen los lenguajes DTC*[PO], TC*[POJ, PS*[PQ], HP*|PO]
y WHEX*[PO], y si, por ejemplo, A = (A, E4, s, t) es una
m—estructura cualquiera (aqui s = C4 y t = D), enton-
ces

AeTC <= AETC[z,y,u,v: E(z,y),u= C,v=D].
Formulas anédlogas definen DTC, PS, HP y WHEX. O

En general, si Q@ es un problema sobre o =
{Riy,...,R.,C4,...,Cs}, donde cada R; es un simbolo re-
lacional y cada C; un simbolo constante, entonces (2 es
definible en posQ![PO] por la formula

Q[Tl,...,fr,yl,...,ysi
Rl(fl), e ,Rr(jr),yl = Cl,. ey Ys = Cs]
Observacion 21  La formula
QT1, .., Ty Y1,y Ys
Rl(fl),---er(fr),yl :Ola~~'7y3 :CS]
se abreviaréa por
Q[Tl,...,fr : Rl(fl),...,RT(ET)](Cl,...,CS). a

Es facil ver que posQ![PO] es la minima extension de
PO donde el problema 2 es definible:

Proposicion 22 Supdngase que £ es una ldgica cerra-
da bajo conectores y cuantificadores de primer orden,
cerrada bajo sustituciones de simbolos relacionales por
férmulas del lenguaje y donde Q es definible. Entonces
posQ!'[PO] C £. O

Una logica £ que satisface las propiedades de clausura
descritas en la proposicion anterior se denomina regular.
PO vy casi todas las extensiones de PO que estudiaremos
son légicas regulares.

Ejemplo 23 El problema DTC es definible en posTC! [PO]
por la sentencia

6:=TCle,y : (B(z,y) AV2(E(z,z) — = =y))(C,D)

Arratia

(El lector debe verificar que si A es una »—estructura, en-
tonces A |= 6 si, y sélo si, (4, E4) es un grafo donde hay
un camino entre C* y D cuyos vértices tienen todos gra-
do exterior 1.)

Por lo tanto, DTC*[PO] C TC*[PO] (y posDTC*[PO] C
posTC*[PO]). O

Algo un poco mas interesante es ver que el complemen-
to del problema DTC es definible en posDTC*[PO]:

Ejemplo 24 DTC*[PO] = posDTC*[PO]. Considere la si-
guiente negacion de una férmula en DTC*[PQ]:

® := -DTC[z,7 : ¢(Z,7)](@,b)

donde @y b son k—uplas formadas con los simbolos cons-
tantes C'y D. Observe que @ es cierta si ningin camino
que comience en @ y alcance b es deterministico, o si no
es posible llegar a b desde a. Veremos que estas condicio-
nes se pueden expresar en posDTC*[PO]. Comencemos
por definir

6(u,z,b) := =(u=0b)ADTC[Z,7: ¢(ZT,7)](T,?)
A DTC[Z, 7 : (¢(F,7) A =(¥ =b))](W,2)

La férmula 6(w, z, b) dice que el camino deterministico des-
crito por ¢ comienza en @ y alcanza Zz sin pasar por b.
Ahora bien, existen tres posibilidades para un camino de-
terministico descrito por ¢ que comience en a y no pase
por b: el camino alcanza un vértice sin arcos saliendo de
él, o un vértice tiene mas de un arco saliendo de él, o se
alcanza un ciclo. Teniendo todo esto en cuenta podemos
ver que ¢ es equivalente a

y esta es una formula en posDTC*[PO]. O

Ejemplo 25 Sea 1 = {suc(-,),0, maz} donde suc es una
relacion binaria, 0 y maz constantes, y considere la si-
guiente sentencia en posDTC' [PO(7)]:

DTC[(z1,22), (y1,¥2) :
(suc(z1,y1) A ((x2 = 0 A yo = max)
V (z2 = maz A y2 = 0)))]((0,0), (maz, maz)).

¢ =

Si A es una T-estructura donde [suc(-,-)]* se interpreta
como la relacion de orden parcial sucesor (suc(a,b) es
cierto en A si y solo si b es el sucesor de a), 04 es el
menor elemento en el orden y maxz* el ltimo, y conside-
rando el sucesor de maz* como 04, entonces

A = ® siy solo si
A es un conjunto ordenado de cardinalidad par.
Por lo tanto, si nos restringimos a estructuras ordenadas

con un primer y ultimo elemento en el orden, entonces el
problema PAR es definible en DTC[PO]. O
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Proposicion 26 PO§DTC[PO], sobre estructuras orde-
nadas 0O

El Ejemplo 25 nos indica que, en principio, debemos res-
tringirnos a problemas sobre estructuras ordenadas para
describir mediante alguna logica una clase de complejidad
por encima o igual a L.

Definicion 27 PO, es la loégica de primer orden PO que
ademas de los simbolos l6gicos necesarios para construir
formulas (e.g. A, =, 3 y =) contiene los simbolos extras
suc(-,-), 0y maz, los cuales se interpretaran siempre co-
mo la relacion sucesor sobre los naturales, el primer ele-
mento y el dltimo elemento en cualquier estructura. Ade-
mas asumiremos que estos simbolos no son parte de los
distintos vocabularios finitos con los que se definen pro-
blemas en PO. O

Observe que si 7 es un vocabulario finito y A es una 7—
estructura, entonces cuando digamos que A satisface una
formula en PO, (1), 0 en alguna extension de PO,(7), se
estara asumiendo dos cosas sobre A: 1) su universo es
(isomorfo a) un segmento inicial de los naturales ordena-
dos por la relacién sucesor sobre los naturales, y 2) A
tiene al menos dos elementos distintos. Estas considera-
ciones nos evitan los casos patolégicos de problemas que
no son clases de estructuras cerradas bajo isomorfismos,
debido a una interpretacion libre del orden posible en cada
estructura.

Definicién 28 Sea 7 un vocabulario y € un problema so-
bre 7. Q*[POq] es el lenguaje Q*[PO] junto con la relacion
predefinida sucesor (suc) y las constantes predefinidas 0
Yy max que, como indicamos, se interpretaran, respectiva-
mente, como orden parcial, el primero y el tltimo elemento
en el orden. De manera analoga se definen los fragmentos
O"[PO;], posQ*[PO;] y pos™[PO,]. O

Tenemos  entonces que  posPAR*[PO,] C
posDTC*[PO;], y como PAR no es definible en PO,
aun respecto a estructuras ordenadas, lo cual es equiva-
lente a no ser definible en PO,, concluimos:

Corolario 29 PO, S posDTC'[PO,]. O

SiQy, ..., Q,, son problemas sobre los vocabularios o4,
.., oOm, respectivamente, entonces no es dificil definir la
extension de PO (o PO;) por el conjunto de cuantificado-
res generalizados T' = {Qy,...,Q,} de manera similar
a la Definicion 17. Se obtiene asi el lenguaje T*[PO] (o
['*[PO;]) donde se pueden tener formulas con cualquier
alternaciéon de los cuantificadores en I', ademas de los
cuantificadores de primer orden 3y V.

En lo sucesivo trabajaremos con £ una logica regular;
en particular (y para fijar ideas) piense que £ es PO, PO,
0 una extension de éstas con un conjunto I de uno o mas
cuantificadores generalizados. En este momento al lector
le serd util repasar la Definicion 15 de £—reduccion. El si-
guiente lema y su corolario son bastante obvios y sus de-
mostraciones se dejan como ejercicio.
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Lema 30 Sea £ una légica regular, 7 y o dos voca-
bularios, donde ¢ = {Ry, ..., R,, C4, ..., C.} con
cada R; de aridad n;. Sean ; un problema sobre r
y Q2 un problema sobre o. Entonces ; <, ., via
una (r,o0)-traslacion de aridad K, si, y solo si, QO =
MOD(®) para una sentencia & en posQ3[£(r)] de la for-
ma Qg[fl,...,fr,yl,...,?c : ¢1,...,¢r,¢1,...,wc], don-
de {é1,...,é,,01,...,9%.} C L(r) constituye una (r,0)—
traslacion de aridad k. O

Corolario 31 Sean £; y £, dos ldgicas regulares tales
que £; C L,, ysean Q; y Q, dos problemas. Si Q; <., Qs
entonces 2 <, Q2. O

Lema 32 Sean () y Q5 dos problemas sobre los vocabu-
larios T y o respectivamente, donde o = {Ry, ..., R, C1,
..., C.} con cada R; de aridad n;. Entonces Q; <joz Qs Si
Yy so6lo si O, SDTCl[POS] Q5.

Demostracién: (Se anexa al final de este trabajo. Ver sec-
cion 7). O

El lema anterior es la pieza fundamental para pasar de
la definicion de las distintas clases de complejidad es-
pacial y temporal en términos de maquina de Turing, a
una caracterizacion de estas clases en términos sintacti-
cos como lenguajes formales. El siguiente teorema indica
una manera de establecer ese puente entre la complejidad
computacional y la complejidad descriptiva de problemas.

Teorema 33 Sea C una clase de complejidad compu-
tacional por encima o igual a L y cerrada bajo log—
reducciones. Sea ) un problema sobre algin vocabula-
rio 7 y tal que su codificacion como lenguaje en {0,1}*,
cod, (2), estd en Cy es completo via log—reducciones. En-
tonces

posQ'[PO;] C C C pos'[DTC![PO,]]
Mas aln posQ2![DTC![PO,]] = C.

Demostracion: Sea ® una sentencia en posQ![PO;(o)]
para algun vocabulario 0 = {Ry,...,R,,C1,...,C.}. De-
bemos demostrar que cod,(MOD(®)) € C. El caso de in-
terés es cuando ® es de la forma Q[Zy,..., %, Ty,.--, 7, ¢
¢1,...,¢r,¢1,...,¢c], donde {¢17---:¢7‘7¢17---7¢C} C
POs(7) es una (r,0)-traslaciéon de aridad k. En ese ca-
so, por el Lema 30, MOD(®) <pp, 2y por el Corolario 31
y el Lema 32 se tiene que cod, (MOD(®)) es log-reducible
a cod.(Q); como C es cerrado bajo log-reducciones, con-
cluimos que cod,(MOD(®)) € C. El lector debe demostrar
los otros casos para ®.

Sea S € C un conjunto de palabras sobre {0,1} que
representa algun problema computacional. Por hipotesis
S <iog cod-(2). A su vez, existe algun vocabulario ¢ y un
problema K C EST(o) tal que S = cod, (K). Por el Lema
32, K <prcipo,] 2 y por el Lema 30 K = MOD(6) para
alguna sentencia 6 en posQ! [DTC![PO_](c)].



106

Hemos demostrado que posQ![PO;] C C C
posQ! [DTC![PO,]]. Para ver que
pos! [DTCH[PO,]] = C, considere & €
posQ![DTC![PO,]|(s)] y proceda como en la pri-
mera parte de esta demostracion para concluir que
cod,(MOD(®)) € C. O

El teorema anterior sugiere la siguiente metodologia pa-
ra “aproximarnos”, con un lenguaje de primer orden mas
cuantificadores generalizados, a una descripcion sintac-
tica de una clase de complejidad C, cerrada bajo log—
reducciones y por encima o igual a L:

(1) Escoja su problema favorito K en C que sea comple-
to via log-reducciones (existen largas listas de estos
problemas para cada una de las clases de interés).

(2) Codifigue K como un conjunto Qg de estructuras fi-
nitas sobre algun vocabulario (finito) 7.

(3) Defina la extensiéon pos(3.[PO;] de acuerdo con el
esquema de Lindstrom.

Cumplidos estos tres pasos se tendra
posQ . [PO,] C C C posQ [DTC[PO,]].
El siguiente paso es demostrar

(4) DTC es expresable en pos}.[PO;], o, equivalente-
mente, DTC <pro. Ok.

Es el caso, por ejemplo, cuando Qi = TC (Ejemplo 23);
también cuando Qg es PS, HP o WHEX. Luego, si se cum-
plen los pasos (1) a (4), obtenemos

posQk[PO,] C C C posQ%[PO,]

y lograremos capturar C sintacticamente con pos(,[PO,]
si podemos demostrar

(5) posQi[POs] = posQ3 [POs,

es decir, que solo basta una aplicacién del cuantificador
Ok para expresar todo lo que se pueda expresar con una
doble aplicacion anidada de Q.

Més aun, cualquiera sea el problema €2, segun la defini-
cion de Q*[PO;] si
posNt[PO,] = posN?[PO,] entonces, para todo k > 1,

posQFT1[PO,] = posQ¥[pos! [PO,]]
= posN*[pos?[PO,]] = posQ*+2[PO,],

por lo que posN![PO;] = posQ?[PO;] implica que
posQ![PO;] = posQ*[PO;] (y, en general, Q'[PO] =
Q2[PO] implica Q'[PO] = Q*[PO]). Al fendmeno Q' [PO] =
*[PQ] le daremos un nombre:

Definicibn 34 Sea Q un
{Ry,...,R.,C1,..

problema sobre 1 =
.,Cs}. La légica Q*[PQ] tiene una

Arratia

forma normal de primer orden si, para cualquier vocabu-
lario o, toda sentencia & en Q2[PO(c)] es equivalente a
una sentencia de la forma:

7?5 : (b(jl), LR ¢(T7‘)7w(yl)’ s ,U’@s)]

donde cada ¢; y cada ¢ ; es una férmula en PO(o). Si, ade-
mas, cada ¢; y cada ; es una férmula proyectiva, enton-
ces tenemos una forma normal proyectiva. Similarmente
se define una forma normal (de primer orden o proyectiva)
para posQ*[PO], Q*[PO;] y posQ*[PO,]. O

QfF1,. .. T Ty -

¢, Qué es una férmula proyectiva? La definimos a continua-
cion.

Definiciébn 35 Sea 7 cualquier vocabulario. Una formula ¢
en PO(r) (0o en PO,(7)) es una proyeccion de primer orden
(ppo) si tiene la forma

ag V(g AB1)V ...V (@ A Brn)
para algun m > 0, donde

(i) cada «a; es una férmula que no contiene simbolos de
7, y solo utiliza = u otro predicado numérico predefi-
nido, si los hay (e.g. en el caso de PO; serian suc, 0y
max);

(i) sii # j entonces a; y a; son mutuamente excluyen-
tes;

(iiiy cada p; es una formula atdmica o su negacion cons-
truida con simbolos de 7 Unicamente.

Si ninguna de las férmulas «; tiene cuantificadores enton-
ces tenemos una proyeccion libre de cuantificadores (plc).
(]

Observe que posQ![PO,] = C es equivalente a que
2 sea completo para C via reducciones descriptibles en
PO;. Si ademas pos*[PO;] tiene una forma normal pro-
yectiva, o una forma normal proyectiva sin cuantificadores,
entonces 2 es completo para C por reducciones mucho
mas débiles, como son las proyecciones y las proyeccio-
nes libres de cuantificadores. Resulta dificil concebir re-
ducciones mas simples que las plc y adn tener problemas
completos respecto a tales reducciones. Debemos hacer
notar que las clases de complejidad de interés son cerra-
das bajo reducciones de primer orden y proyecciones li-
bres de cuantificadores (ver'?).

Resumimos todas nuestras observaciones anteriores
en el siguiente teorema.

Teorema 36 Sea C una clase de complejidad computa-
cional tal que C D L y es cerrada bajo log—reducciones,
Sea Q2 un problema sobre un vocabulario 7 tal que
cod,(2) € Cy es completo via log—reducciones. Enton-
ces

posQ! [DTC'[PO,]] = C.
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Si ademas DTC <pp, © o DTC'[PO,] C posQ*[PO,],
para algin k > 1, entonces se tiene

posQ![PO,] C C C posN*T1[PO,].

Si ademas posQ![PO,] = posN?[PO;] (i.e. hay una forma
normal de primer orden), entonces

pos![PO,] = posQ*[PO,] = C

y Q2 es completo via PO,—reducciones. Si la forma normal
es proyectiva, entonces 2 es completo via proyecciones
de primer orden. O

Veamos que la I6gica posTC*[PO;] tiene una forma nor-
mal proyectiva.

Teorema 37 (N. Immerman '2) Sea ¢ un vocabulario.
Cualquier sentencia ® € posTC*[PO,(c)] es equivalente
a una sentencia de la forma TC[Z,7,w,7 : ¥(Z,7),T =
0,9 = maz|, donde (Z,y) es una o—férmula de primer
orden proyectiva, T y y son k-tuplas de variables, para al-
gun k > 1,y donde 0 y maz son k-tuplas de las constantes
pre-definidas 0 y max respectivamente.

Demostracion: Por induccion en la complejidad de &.
Caso 1: El caso més simple es cuando ¢ es una sentencia
en PO,(o). Considere, entonces, dos nuevas variables = y
y que no aparezcan en ®. Entonces,

E® +— TClz,y: (2 Az =2Ay=1y)](0,maz).

La afirmacién anterior es cierta puesto que, dada una o—
estructura A que satisface ®, obtenemos un grafo comple-
to (i.e., el conjunto de sus arcos es todo A4?) y, en conse-
cuencia, hay un camino desde 04 a maz*. Si A no sa-
tisface ® obtenemos un grafo sin arcos y, por lo tanto, no
puede haber algin camino.

Caso 2: & := TC[z,¥ : ¥(7,7)](C, D). Aqui deseamos re-
emplazar las k-tuplas de constantes C'y D por 0 y maz
respectivamente. Para lograr esto construimos una copia
del grafo que define ® donde cada vértice se etiqueta
(z,0, max), para evitar repeticiones, y se agregan dos nue-
vos arcos: ((0,0,0), (C,0,maz)) y (D,0,max), (maz, max,
maz)). La formula proyectiva deseada es

9(57551’%2’?7?/1:?!2) =
T=0Az =25 =y1 =0AY =C Ays = mazx)
VZ#GJANY@,Y) ANx1 =31 = 0A 23 = yp = max)
V@=DAx =0Azy =y, = y» = max A7 = max)
Luego

E® «—
TC[(Ev T, w2)7 (ya Y1, 92) : 9]((65 O: O)v (maxa max, max))
Caso 3: ® := V2TC[z,¥ : ¥(%,7, 2)](0,maz). La intuicion

aqui es que, para cada z, se tiene un grafo G, definido
por ¥(:,-,z), y, sobre modelos finitos, un V se reproduce
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con una conjuncién finita (sobre todos los elementos del
modelo). Luego la solucién sera conectar todos estos G,
posibles en serie. La formula que describe esta situacion
es la siguiente:

9(f,$1,§,y1) =
(Y@, 7, 1) N1 = y1)
V@=maz Ay=0Ay; =z + 1Az # maz)

(recuerde que y; = =z; + 1 es una abreviacion de

suc(zy,y1)). Asi,

': ¢ TC[(Ev‘Tl)a (ya yl) : 0]((67 0)7 (ma maw))

La Figura 2 ilustra el grafo que define 6.

<°> 0 2 1)

Figura 2: La solucién para
® :=VTC[z,7 : % (Z,7, 2)](0, maz).

Caso 4. ® := 3:TC[7,7 : ¥(7,7, 2)](0, maz). La idea es
similar al caso anterior, s6lo que esta vez 3 se reproduce
en modelos finitos como una disyuncién, y esto sugiere
conectar los G, en paralelo. Luego

E® «—
TC[(%fﬂl)a@aZA)
{@=9=0Az1=0)V (T, 7,21) Nz1 = 31)

V (T =y = maz A y1 = maz)}]((0,0), (maz, maz))

La Figura 3 ilustra la construccion que resuelve este caso.

Figura 3: La solucién para
® := 3 TC[z,7 : ¥ (Z,7, 2)](0, maz).

Caso 5:

® :=TClz,y: TC[Z'",¥ : ¥(%,y,7',¥")](0, maz)](0, maz).

Ahora, por cada par (Z,y) que fijemos, tenemos un gra-
fo Gzy determinado por ¢(Z,7,-,-). Una estructura A de
tamafio n producird n? de estos grafos, los cuales arre-
glamos como una matriz n x n con T indicando las filas
y 7 las columnas. Conectamos el nuevo vértice (0,0,0) a
cada uno de los primeros vértices en los grafos de la pri-
mera fila; estos son los de la forma (0,7, 0). Conectamos
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el maximo de cada grafo en la i-ésima columna (excep-
to la dltima) con el primer elemento de cada grafo en la
i-ésima fila. El maximo del grafo en la Ultima columna y
en cualquier fila, se conecta con un arco al nuevo vérti-
ce (maz, maz, maz). La formula (proyectiva) que describe
esta construccion es la siguiente:

e(fayazaflaylazl) =
T=7=0AZ=0AT =0AZ =0)
V @#JAZEMATAT =T NG=Y AY(T,5,7,7)
V fJ#maxAz=mazx AT =yAZ =0)
V W=mazAzZ=maz AT =7y =mazr ANz =mazx)
Se tiene que
Ed +—

TC[(7,3,2), (',¥,Z') : 6]((0,0,0), (maz, maz, max)).

Cualquier otro caso se deduce facilmente por analogia
con alguno de los cinco casos expuestos aqui. Por ejem-
plo, la conjuncidn de dos formulas se resuelve similar al
casoV. O

El lector ya debe haber sospechado que buena parte
de los argumentos en la demostracion del Teorema 37 se
pueden emplear para demostrar que posDTC*[PO;] tiene
una forma normal proyectiva. S6lo se debe tener cuidado
de mantener siempre un camino deterministico. Asi, por
ejemplo, el caso existencial no se puede resolver conec-
tando los grafos en paralelo como hicimos antes. Tenemos
asi el siguiente teorema debido a N. Immerman y publica-
do en'2,

Teorema 38 Sobre estructuras finitas (ordenadas):
(i) L = posDTC'[PO,] = posDTC*[PO,] = DTC*[PO,].
(i) NL = posTC'[PO,] = posTC*[PO,].

Mas aun, la forma normal de cada una de las ldgicas es
proyectiva y, en consecuencia, los problemas DTC y TC
son completos por reducciones de primer orden proyecti-
vas.

Demostracion: Aplique el Teorema 36 a DTC y TC.
Utilice los ejemplos 24, 23, el Teorema 37 y demues-
tre de manera analoga una forma normal para la légica
posDTC'[PO,]. O

Aplicamos la metodologia expuesta en el Teorema 36
a los problemas PS, HP y WHEX, para asi concluir lo si-
guiente.

Teorema 39 Sobre estructuras finitas (ordenadas):
(i) P = posPS'[PO,] = posPS*[PO,] = PS*[PO,].
(i) NP = posHP'[PO;] = posHP*[PO;].

(i) PESPACIO = posWHEX'[PO,] =
PoSWHEX*[PO,] = WHEX*[PO,].

Arratia

Més aun, la forma normal de cada una de las I6gicas es
proyectiva y, en consecuencia, los problemas PS, HP y
WHEX son completos por reducciones de primer orden
proyectivas. [

Los resultados sobre los cuantificadores generalizados
PS y HP son de?!:2°, WHEX se defini6 y estudié en 3. A
continuacion indicaré al lector como demostrar el teorema
anterior.

El problema TC es expresable en posPS*[PO] por la si-
guiente razon: Si A = (A, EA, s, t) es una m—estructura,
entonces un camino de s a t puede verse como el conjun-
to de triplas R4 = {(s, s,5), (t,t,£)} U{(s,2,5) : EA(2,y)}.
Para expresar TC en posWHEX![PO] observe que, dado
un grafo G, se utilizan los arcos de G para construir una
escalera con peldafios en diagonal, uniendo los dos ex-
tremos superiores a C' y los dos extremos inferiores a D.
La expresabilidad de TC en posHP*[PO,] es un poco mas
dificil y se encuentra en?°,

Para demostrar que las logicas posPS*[PO,] vy
posWHEX*[PO,] tienen una forma normal proyectiva, se
procede de manera similar a la demostracion del Teorema
37. Por ejemplo, para eliminar el cuantificador existencial
en wPS[z,7,z : ¢¥(Z,V,%,v)](0,maz), debemos escribir
una formula @ tal que, para cada estructura A de cardi-
nalidad n, ®* describa un sistema de caminos formado
por copias disjuntas de los sistemas de caminos descritos
por YA(Z,7,%,0), vA(T,7,%,1), ..., vAZ,7,Z,n — 1), uni-
dos a un nodo inicial 0 y a un nodo final max y con las
reglas adicionales

(07 0,60)1 (07 0761)1 sy (07 Oaﬁnfl)
(mazy, mazy, max), (Mmaz,, maz;, max), ...,
(MaTy—1,MaATp—1, Max)

donde 0; (respectivamente, maz;) es el nodo inicial (resp.,
final) del sistema de caminos descrito por (7,7, %, i), pa-
racadai=0,1,...,n—1.

Para WHEX la solucion es incorporar el siguiente arti-
ficio a las construcciones hechas en la demostracion del
Teorema 37. Dado un grafo G = (v, E) con nodos (inicial y
final) sy t en V, construimos un nuevo grafo X (G) a partir
de una copia de G con dos nuevos nodos iniciales, s; y
s2, en lugar de s, dos nodos finales, t; y t», en lugar de ¢
Yy un nuevo veértice w. Se trazan arcos entre s; (resp. ss) y
cada vértice que forma un arco con s en el G original; se
hace lo mismo con t; (resp. t;) y cada vértice que forma
un arco con t en G. Se trazan arcos entre w Yy si1, So, t1
y t2, respectivamente. El nuevo grafo X (G) se ilustra en
la Figura 4. Luego consideramos el juego de Whex sobre
X (G) como el juego usual de Whex sobre un grafo, sal-
vo que la primera jugada de Jugador 1 debe ser colorear
uno de los nodos iniciales s; 0 s, el juego termina colo-
reandose uno o los dos nodos finales y gana Jugador 1 si
alcanza a colorear uno de los nodos finales. El lector debe
verificar que Jugador 1 gana este nuevo juego de Whex
sobre X (G) si, y solo si, Jugador 1 gana el juego usual de
Whex sobre (G, s, t).
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Ahora, supongamos que deseamos eliminar el cuantifi-
cador existencial en
I:WHEX][Z,¥ : ¥(Z,7, 2)](0, maz). Entonces procedemos
como se hizo para TC, salvo que cada copia del grafo G;,
dada por ¢ (Z,7,1), se sustituye por X (G;), uniéndose los
dos nodos iniciales con el nodo inicial principal 0 y los dos
nodos finales con el nodo final principal maz.

Figura 4: El grafo X (G).

La forma normal para posHP*[PO;] se puede estudiar
en?’, Intente el lector demostrar ese hecho. El caso dificil
es la eliminacion del cuantificador existencial. En principio
se colocan los grafos en paralelo, como se hizo para TC,
pero debe usted tener en cuenta que se desea un cami-
no que recorra todos los puntos de todos estos grafos, en
caso de que halla un camino hamiltoniano en alguno de
ellos. O

5. Segundo Orden y Operadores Inductivos.

5.1. La Ldgica de Segundo Orden (SO).

5.1.1. Sintéxis

Para obtener formulas de segundo orden, extendemos
el conjunto Var de variables (de primer orden) con un con-
junto Var? de variables de segundo orden X;, X», X3, ...,
las cuales simbolizan conjuntos o relaciones de cualquier
aridad.

Sea 7 un vocabulario. La l6gica de Segundo Orden so-
bre 7, SO(r), es el menor conjunto de formulas sobre el
vocabulario 7 que contiene a PO(r), es cerrado bajo las
operaciones booleanas, cerrado bajo cuantificacion de pri-
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mer orden y cerrado bajo cuantificacion de segundo orden:
AXopy VX ¢

donde X es variable de segundo orden de aridad n.

5.1.2. Semantica

Extendemos la definicién de satisfaccién (seccioén 3.1.2)
a formulas de segundo orden de la siguiente manera. Pa-
ra una r-estructura A, la interpretacion de una variable de
segundo orden X € Var? de aridad & > 1 es algin sub-
conjunto en A*. Luego, dada ¢ una formula en SO(r), se
define la relacion A |= ¢ inductivamente por (i)—(iv) de la
seccién 3.1.2 mas lo siguiente:
Si X es una variable de segundo orden de aridad k&,

(V) AE3X¢ < paraalgin T C AF, A = ¢(),
donde ¢(%) es la formula obtenida a partir de ¢ sus-
tituyendo todas las apariciones de X por T,

(Vi) AEVX¢ < paratodo T C A, A | ¢().

El conjunto de todas las formulas de segundo orden so-
bre cualquier vocabulario finito = serd indicado por SO. En
simbolos,

SO = | J{SO(r) : r es un vocabulario finito }.

3S0 (respectivamente VSO) es el fragmento de férmulas
de SO donde todos los cuantificadores de segundo orden
son existenciales (respectivamente universales) y prece-
den a todos los demas simbolos. Es claro que, para cual-
quier vocabulario T,

PO(r) C 3SO(7) C SO(r)

Ejemplo40 Sea r, = {E(,,-)} y ® € 3ISO(rz) definida
por:

® := 3JR(“R esun orden lineal”) A
(VaVy((R(z,y) AVz(=R(z, 2) V ~R(2,Y)))
— E(xay)))a

donde R es una variable relacional binaria y “R es un
orden lineal” es la sentencia en Ejemplo 10. Sea A €
EST(m). A puede interpretarse como un grafo y:

A = @ si, y sélo si, A tiene un camino hamiltoniano O

Ejemplo 41 El complemento de PS también se puede
describir por una sentencia de 3SO. Recuerde que las es-
tructuras en PS se definen mediante un vocabulario que
consiste de una relacion ternaria R y dos constantes C'y
D. Luego la sentencia

® = FJHVzVyVz((-H(C)V -H(D))

A ((H(z) NH(y) AR(z,y,2)) — H(2))),
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expresa la existencia de un conjunto H que contiene a
todos los elementos obtenidos de acuerdo con la regla R
(los “accesibles”), pero que no contiene simultdneamente
C'y D; por lo tanto, D no es accesible a partir de C. En
consecuencia, una estructura .4 no esta en PS si y s6lo si
A=o. O

5.1.3. El Teorema de Fagin

El siguiente teorema, debido a Ronald Fagin y publica-
do en 1974 (7), es la génesis de la Teoria Descriptiva de
la Complejidad Computacional y nos dice que no sélo el
problema de determinar si un grafo es hamiltoniano es de-
finible en 3S0O, sino también cualquier otro problema en
NP. La demostracién que presentamos ahora no es la que
hizo Fagin y esta cefiida a nuestro paradigma para esta-
blecer el puente entre clases de complejidad computacio-
nal y légicas. Sin embargo, al hacerlo asi, pareciera que
en principio necesitamos restringirnos a estructuras orde-
nadas para poder capturar NP con 3S0O. Esto no es asi. La
l6gica SO es bastante fuerte en términos de expresabi-
lidad, y alli podemos definir una relacion de orden (véase
el Ejemplo 40); por lo tanto el Teorema de Fagin es valido
sobre todas las estructuras finitas.

Teorema 42 (R. Fagin 7) 3SO = NP.

Demostracion: (Q): Sea o =
(3R1)...(3Rg)Y(R4,...,Ry), donde R; tiene aridad
a; parai = 1,....k y ¢» € PO. Se necesitan n% bits
para describir una relacién de aridad a; en un universo
de tamafio n. En consecuencia, es posible construir una
magquina de Turing nodeterministica que corra en tiempo
a lo sumo polinomial en la longitud de sus entradas, de
manera que produzca Ry,..., Ry nodeterministicamente
en tiempo polinomial, y luego verifique que la estructura
expandida (A, R{',..., R;!) satisface 1. Esto Ultimo se
puede hacer en L (Teorema 11) y, en consecuencia, en
NP.

(2): Hemos indicado que el problema HP es completo pa-
ra NP via reducciones describibles por formulas de primer
orden, libres de cuantificadores y que incluyen la relacion
predefinida de sucesor. En el Ejemplo 40 vimos que HP es
expresable en 3SO. Por lo tanto, NP C 9SO (en principio
sobre estructuras ordenadas pero realmente sobre todas
las estructuras finitas por lo dicho antes del enunciado de
este teorema). O

Corolario 43 (1) 3SO # VSO si, y solo si, NP # coNP.
(2) 3SO = VSO si, y s6lo si, hamiltonicidad es expresable
envSO. O

5.2. Operadores Inductivos.

Otra manera de incrementar el poder expresivo de PO
es afiadiendo a su sintaxis algin mecanismo de recursion.

Arratia

Sea 7 un vocabulario y R un simbolo relacional de ari-
dad k con R ¢ 7. Sea ¢ una férmula de primer orden
con variables libres z;, ..., 2, y en la que R aparece,
i.e., ¢ = ¢(z1,...,24, R) € PO(r U {R}).”™ Dada una
T—estructura A4, ¢ define un operador sobre A que trans-
forma una relacion de aridad k£ en una relacion de aridad
k de la siguiente manera:

$a(R) = {(ar,...,ax) € A¥ : A|= d(ar, ..., a5, RA)}.
Considere la siguiente sucesion de conjuntos en A*:
% = {(ar,...,a) € AF: A= dlay,. .., a,0)}
y, parai > 0,
$u = daledh)
Es decir,
oy = {(a1,...,ax) € A" AEd(ar,...,ak,0%)},
ot = (e, a) € AV A Glar, . ar, 900,

Proposicion 44 Sea ¢(z, R) una férmula en forma nor-
mal disyuntiva. Si R aparece positiva en ¢(z, R) (i.e., R
aparece fuera del alcance de — ), entonces gi)il C gbjl.

Demostracién: Hacer como ejercicio. (Ayuda: Demues-
tre primero el siguiente lema, por induccion en férmulas.
Lema: Si R aparece positiva en ¢(z,R)y P C Q C AF,
entonces A = ¢(a,P) — ¢(a,Q).) O

Por lo tanto, si R aparece positiva en ¢(Z, R), la suce-
sion {¢!,};>0 alcanza un punto fijo (y en < |A|* pasos).
Denotamos por ¢ el menor punto fijo para ¢(z, R) en A,
cuando R es positiva en ¢; es decir, ¢¥/ = ¢, donde i es
el menor entero positivo tal que ¢4 = ¢’}

Si R no es positiva en ¢, la sucesion {¢% };>o no es ne-
cesariamente creciente y puede no alcanzar un punto fijo.
(Pero si existe i tal que ¢, = ¢}!, entonces i < 2141").

Definimos el punto fijo parcial de ¢(z, R) en A, como el
conjunto

. . , -
¢y, siieselmenorenterotal que ¢y = gbj

<
PR
I

. L i
0, sino existe i tal que ¢%y = ¢’}

Ejemplo 45 Considere el vocabulario adecuado para des-
cribir grafos 7 = {E}, donde E es un simbolo relacional
binario, y sea R otro simbolo relacional binario. Sea

¢(z,y,R) := (x =y) VvV Iz(E(z,2) A R(2,y))-

***Sin embargo, nuestra intencion méas adelante es tratar R como varia-
ble libre y, por lo tanto, para ser estrictos, ¢(z1, ..., zx, R) es unaféormula
de segundo orden.
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R es positivo en ¢ y en consecuencia
0 1 3 M 2
dpaCPpaC--CPYyC--Coy CA
donde

ot = {(v,w) :existe un camino de v a w
en el grafo A = (A, E4) de longitud < m},

por lo que ¢ es la clausura transitiva de EA. (El lector
debe convencerse de esto escribiendo los conjuntos ¢’}
param =0,1,2,....) O

Ejemplo 46 Sea Ty R como en el ejemplo anterior y con-
sidere

¥(2,y, R) := [(x = y) AVaVy—=R(z,y)[VI2(E(z, 2) AR(z2,y)).

R no es positivo en ¢ y la (m + 1)-ésima iteracion define
la relacion

¢% = {(v,w) : existe un camino de v a w

en el grafo A = (A, E4) de longitud = m}.

Esta puede o no alcanzar un punto fijo, dependiendo de
EA. (Por ejemplo, se alcanza si A es un grafo completo,
es decir, EA = A2. El lector debe construir otros ejemplos
donde no se alcanza y donde si se alcanza el punto fijo.)
d

5.2.1. Las légicas Menor Punto Fijo y Punto Fijo Parcial.

La légica menor punto fijo, LFP[PQ], es un conjunto de
férmulas tal que, para cualquier vocabulario 7:

(i) PO(r) C LFP[PO] (i.e., contiene a todas las r-
formulas de primer orden);

(ii) es cerrado bajo operaciones booleanas y cuantifica-
cion de primer orden: Si ¢,¢» € LFP[PQO] entonces
—(¢), (9V¥), (9 AY), 3z(¢), Vz(¢) estan en LFP[PQ];

(iii) si R es un simbolo relacional de aridad k, R ¢ 7y
¢(z1,. ..,z R) es una (r U{R})—férmula en LFP[PQO]
donde (la variable)™™ R aparece positiva, entonces

LFP[Z, R : ¢(t1, ..., tr) € LFP[PO].

Analogamente, se define la logica punto fijo parcial,
PFP[PO], sintacticamente como un conjunto de férmulas
tal que, para cualquier vocabulario 7, se tiene (i) y (i7), con
PFP en lugar de LFPR, y

(i) Si R es un simbolo relacional de aridad k, R ¢ 7y
¢(zy,...,zE, R) esuna (rU{R})—férmula en PFP[PO]
(R puede aparecer negada en ¢), entonces

PFPZ, R : ¢|(t1,...,tx) € PFP[PO].

*****

Ver nota en la pagina 110.
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Semaéntica: El significado de las férmulas en LFP[PO]
y PFP[PO] se define para los casos (i) y (i) igual a co-
mo se hizo, inductivamente, para definir la semantica de
PO y SO. Para (iii) y (iii'), sea A una T—estructura y
ai,...,a € A, entonces

AELFPZ, R : §|(ai,-..,a;)siy s6losi (ai,...,a;) € oM
y
A= PFP[Z, R : ¢](ai,...,a;)siy sOlosi(ai,...,ax) € ¢%.

Es obvio de las definiciones que PO C LFP[PO] C
PFP[PO].

Ejemplo 47 La siguiente féormula en LFP[PO],
P(u,v) :=
LFP[z,y, R : ((z = y) V 32(E(x, 2) A R(z,y))](u, )

expresa el que u y v estdn conectados por un camino (vea-
se el Ejemplo 45 donde ya calculamos el punto fijo para la
férmula). O

El ejemplo anterior junto con el hecho de que TC no es
expresable en PO, demuestran que PO g LFP[PQ].

Otra vez aqui se presenta la misma deficiencia expresi-
va que encontramos en las extensiones de PO por cuan-
tificadores generalizados: Las l6gicas LFP[PO]y PFP[PO]
verifican una ley de 0-1 (ver®) y, en consecuencia, no se
puede definir con ellas el problema PAR (y por lo tanto no
podran capturar clases por encima o igual a L). La solu-
cion es, como en el caso de los cuantificadores genera-
lizados, trabajar con estructuras ordenadas, o, equivalen-
temente, tomar LFP y PFP sobre PO, en vez de PO; es
decir, considerar las légicas LFP[PO,] y PFP[PO;].

Ejemplo 48 Sean . el vocabulario vacio y sea X un sim-
bolo relacional unario. Considere la siguiente (7. U {X})-
formula en LFP[PO;]:

d(z, X) := suc(0,z) V IyIz[X (y) A suc(y, z) A suc(z, z)]
Si A = (A4) es una 7.—estructura, entonces
A Jw-LFP[z, X : ¢(x, X)](w) siy sélo si
A es un conjunto ordenado de cardinalidad par. O
Proposicion 49 PO, g LFP[PO,] C PFP[PO,]. O

Ejemplo 50 Veamos que PS, o el problema de determi-
nar si un vértice ¢ es accesible desde un vértice s en un
sistema de caminos, es definible en LFP[PO]. Recuerde
que el vocabulario para PS es 3 = {R,C,D} donde R
es un simbolo relacional ternario, C'y D constantes. Sea
X una variable relacional unariay A € EST(r3). El lector
puede verificar facilmente que 4 esti en PS si, y solo si,
A satisface la sentencia

Jw(LFP[z, X :

(z=CVIzy(X(z) A X(y) A R(z,y,2)))](w) ANw = D).

(La idea es que en el conjunto X vamos guardando los
vértices accesibles hasta alcanzar D.) O



112

En el siguiente ejemplo presentamos un nuevo proble-
ma computacional, que sera de utilidad para realizar la
descripcion logica de la clase PESPACIO por medio del
operador PFP.

Ejemplo 51 En este ejemplo visualizamos las estructu-
ras sobre el vocabulario 3 = {R,C,D} como siste-
mas de deduccion (ver nota en la pagina 97). Sea A =
(A, RA,CA, D*) un sistema de deduccion. Los elementos
de A son afirmaciones. Decimos que una afirmacién z en
A es parcialmente demostrable (p.d.) si es C*, o se obtie-
ne a partir de alguna afirmacion z p.d. y otra afirmacion y,
no necesariamente p.d., por medio de una aplicacién de
laregla Razyy(ie. (z,y,2z) € R*). Dadas dos afirma-
ciones w y u, Si para algun natural n se cumple que:

Vbdeq (b1 =—wO0b noes pd) Yy (U, b1, Cl) €ER (2)

y,paral <i < n,

Vbit13¢it1 2 (bip1 =wobipynoespd)y (3)

(ci,bit1,cit1) ERY cp = w,

entonces decimos que w es demostrable a partir de u, por
medio de una secuencia de afirmaciones parcialmente de-
mostrables ¢y, cs, ..., ¢,, €ON ¢, = w. Definimos el proble-
ma Sistema Parcial de Deduccion (PPS) como la siguiente
clase de m;-estructuras:

PPS := {A € EST(m3) : A es un sistema de
deduccién, donde D# es demostrable a partir de
C# por una sucesion de afirmaciones p.d.}

No es dificil ver que PPS esta en PESPACIO: en el pa-
so i-ésimo de una demostracion necesitamos tener al-
macenado en la cinta de trabajo la dltima afirmacién ¢;
parcialmente demostrable, generar nodeterministicamen-
te una afirmacion b;.1, y guardar un c;y; para el cual
(ci,bi,ci+1) e RA O

Para demostrar que PPS es log—completo para PESPA-
CIO debemos uniformizar un poco el juego de Whex. Bési-
camente consideramos que el Jugador 2 es siempre quien
inicia el juego. La correspondiente clase de estructuras la
denotamos por WHEX' y es facil ver que ésta tiene igua-
les propiedades que WHEX (e.g. es un problema completo
para PESPACIO via plc, etc.).

Teorema 52 WHEX' <,z PPS.

Demostracion: Dado un grafo G = (V, E,u,w), se define
el sistema de deduccion A¢ = (4, R,s,t), con A = V,
s=u,w=ty

R = {(a,b,c): E(a,c) N E(a,b) Nb#c}

U {(a,w,w) : E(a,w)}

Supongamos que G eWHEX. Entonces, cualquiera sea el
vértice b, con que Jugador 2 comienza el juego de Whex

Arratia

sobre G, el Jugador 1 puede responder con ¢; tal que
E(u,by) y E(u,c;) se verifiquen (y de tal manera que ¢;
esté sobre un camino a w). Sucesivamente, en el i—ésimo
movimiento, cualquiera sea el vértice b; que Jugador 2 se-
lecciona, Jugador 1 puede responder con un ¢; tal que
E(ci—1,b) Y E(ci—1,c;) se verifican (y ¢; estd sobre un
camino a w), y asi sucesivamente, hasta que Jugador 1
alcanza un vértice ¢, tal que E(c,,w) es cierto. Luego la
sucesioén ¢y, ¢, ..., ¢,, w, CcOnstituyen un conjunto de afir-
maciones parcialmente demostrables en A, que satisfa-
cen condiciones (2) y (3). En consecuencia, Ag €PPS.

Reciprocamente, si suponemos que Ag €PPS, enton-
ces existe una demostracién de ¢ a partir de s por una
sucesion de afirmaciones p.d., que verifican condiciones
(2) y (3). Estas condiciones describen una estrategia ga-
nadora para el Jugador 1 en la version del juego de Whex
sobre GG donde el Jugador 2 realiza el primer movimiento.
(]

Argumentamos a continuacion porque PPS es com-
pleto via proyecciones libres de cuantificadores. Prime-
ro consideramos PPS como un cuantificador genera-
lizado que agregamos a PO, para obtener la logica
PPS*[PO,], y veamos que el problema DTC es expresable
en posPPS*[PO;]: dado un grafo G, con vértices distingui-
dos s y ¢, un camino (s, ¢, ¢a, ..., ¢y, t) de s a ¢t puede
visualizarse como una demostracion de ¢ a partir de s, por
la siguiente sucesién de aplicaciones de la regla R:

(s,t,c1), (c1,t,¢), .-, (cintycivn), - oo (Cny tyt).

Seguidamente, para demostrar que posPPS*[PO;] =
posPPS'[PO,] procedemos de manera similar a la de-
mostracion de Stewart de la forma normal para PS*[PO;]
(Teorema 4.2 de?!). Por ejemplo, para eliminar el cuan-
tificador existencial en la sentencia JwPPS|z,y,z
Y(z,y, z,w)](C, D), consideramos, dada una estructura .4
de cardinalidad n, la unién disjunta de n sistemas de de-
duccion descritos por la formula ¢4 (x,y, z,i), para i =
0,1,...,mn — 1, con una afirmacion inicial y una afirmacion
final comudn a todos los sistemas. Tenemos asi un resulta-
do anélogo al Teorema 39.

Teorema 53 PPS*[POq] = posPPS*[PO,] =
posPPS![PO,] = PESPACIO vy la forma normal para
posPPS*[PO;] es proyectiva. En consecuencia, el proble-
ma PPS es completo para PESPACIO via plc (junto con la
relaciéon sucesor). O

Finalmente, es facil ver que PPS es definible en
PFP[PO] (sin necesidad de orden) por la sentencia
Jw(PFP[z, X :
z2=CV zVy(X(z) A (=X (y) Vy = D)
AR(z,y, 2))](w) Aw = D)
Esencialmente, el conjunto X guarda las afirmaciones

parcialmente demostrables, comenzando con C y hasta
gue se alcance D.
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Hemos completado todos los ingredientes necesarios
para demostrar el siguiente importante resultado.

Teorema 54 Sea 7 un vocabulario y K un problema sobre
-

(Immerman,Vardi 1982) K es definible en LFP[PO;](7)
si, y sblo si, K € P.

(Abiteboul-Vianu 1989) K es definible en PFP[PO;](7)
si, y sélo si, K € PESPACIO.

En otras palabras: sobre estructuras ordenadas
LFP[PO]=P y PFP[PO]=PESPACIO.

Demostracion: Veamos primero que si K = MOD(9®),
donde & es una sentencia en LFP[PO,(7)], entonces K €
P. Ya hemos visto que si ® € PO;(7) entonces el pro-
blema cod,(MOD(®)) es decidible en L. Inductivamente,
sea ¢(z1,...,z5, R) € POs(r U {R}) con R una relacion
de aridad k, que no estd en T y aparece positiva en ¢,
y considere ® := LFP[Z, R : ¢](t1,...,tx). Para cualquier
T—estructura 4, la correspondiente sucesion inductiva

¢34 - {(ala"'aak) € Ak t A ': ¢(a,¢i4_1)}

esta acotada por A* y cada conjunto de la sucesién sélo
afiade nuevas k—tuplas al conjunto construido en el paso
anterior, por lo que sélo pueden haber, a lo sumo, |Al*
pasos hasta alcanzar el punto fijo. Por lo tanto, verificar si
(A,a) E @, o, equivalentemente, sia € ¢ puede hacerse
deterministicamente y en tiempo polinomial.

Ahora probemos lo mismo para el caso de PFP. Sea
¢(z1,...,7, R) como antes, salvo que no exigiremos
que R aparezca positiva en ¢, y sea ® := PFP[Z,R :
@|(t1,...,t). Dada una t—estructura 4 con n = |A|, la
correspondiente sucesion inductiva ¢, o bien verifica que

k k
nt_q _ 2n . . P
&y = ¢% (y en ese caso el punto fijo parcial ¢/, es

,
qbif ~1, o bien que ¢% = 0. Sea M una maquina determi-
nistica de Turing que al leer cod- (.A) comienza por estable-
cer un contador hasta el nimero 27 — 1 (es decir, escribe
la palabra 1---1 de longitud n* en una cinta de trabajo).
Luego M procede a construir los sucesivos ¢f4, utilizando
el contador para asegurarse que se construyen a lo sumo
27" 1 de estos conjuntos. Para construir ¢, se coloca en
una segunda cinta de trabajo una palabra de longitud n*
gue es el codigo de una relaciéon S de aridad £ y, en una
tercera cinta, se construye

o ={(a1,. ..

Luego M analiza si ¢f4 = S. Si la respuesta es afirmativa
entonces este conjunto es el punto fijo parcial, M enton-
ces verifica si ' esta alli Yy, en caso afirmativo, acepta, de
lo contrario rechaza. Si ¢f4 no es igual a S, se borra S de
la cinta 2, se coloca ¢', en su lugar y se repite la rutina.
Note que esta rutina corre en < n* pasos y se hacen a
lo sumo 2"" invocaciones de la misma. Si el contador se

Jap) € AF 2 A E ¢(a,S)}.

113

hace negativo, ya que se producen 2™ invocaciones de la
rutina sin construirse el punto fijo, entonces este es vacio
y M rechaza. El espacio utilizado es a lo sumo n*.

Veamos ahora que todos los problemas decidibles en P
(respectivamente PESPACIO) son definibles en LFP[PO;]
(respectivamente PFP[PO;]).

PS es completo para P via proyecciones de primer or-
den con la relacion de orden predefinida sucy las constan-
tes 0 y maz. En el Ejemplo 50 se demostré que PS es defi-
nible en LFP[PQ] y, por lo tanto, en LFP[PO;]. Concluimos
entonces que P C LFP[PO;], al ser LFP[PO,] obviamente
cerrada bajo <po, .

Analogamente, PPS es completo para PESPACIO via
proyecciones de primer orden con la relacion suc y las
constantes 0 y maz. Ademas PPS es definible en PFP[PO]
y, por lo tanto, en PFP[PO,]. Concluimos entonces que
PESPACIO C PFP[PO,]. O

El estudio que hemos hecho del problema PPS, junto
con lo que sabemos del problema PS, nos permite dar una
caracterizacion del problema P versus PESPACIO en tér-
minos del comportamiento de sistemas de deduccién me-
canicos: P = PESPACIO si y sélo si PPS es primer orden
reducible a PS. Informalmente, esto nos dice que para de-
mostrar que la clase PESPACIO es igual a la clase P, es
suficiente demostrar que cualquier sistema de deduccion
gue emplea ayuda auxiliar (en la forma de lemas provistos
por el usuario) para realizar sus demostraciones, puede
ser simulado por un sistema de deduccion donde todas
las demostraciones son secuencias de afirmaciones me-
canicamente obtenidas sin ayuda externa.

Otras consecuencias mas obvias de la teoria que he-
mos desarrollado, aungue no menos interesante, se resu-
men en el siguiente corolario.

Corolario 55 Sobre estructuras finitas (ordenadas), se
tiene:

(i) LFP[PO,] = PFP[PO,] siy s6lo si P = PESPACIO:
(i) LFP[PO,] =3SOsiys6losiP=NP. O

5.3. Otras Logicas

Existe una manera de restringir el poder expresivo de
SO para s6lo capturar los problemas decidibles en tiempo
polinomial deterministicamente y en espacio logaritmico
nodeterministicamente. Estos resultados se deben a Erich
Gradel'?. El punto de partida es el siguiente hecho: toda
formula de segundo orden es equivalente a una férmu-
la en forma prenexa normal conjuntiva, similar al caso de
formulas de primer orden, donde todos los cuantificado-
res de segundo orden aparecen primero, seguidos de los
cuantificadores de primer orden y luego la férmula libre de
cuantificadores en forma normal conjuntiva (ver®). En par-
ticular, consideremos sélamente las férmulas de segundo
orden que presentan la siguiente forma prenexa:

P = QlRl . QTRT‘V’:Q .. VZL'SQ
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es decir, la cuantificacién de primer orden es sélo univer-

sal y # es una férmula libre de cuantificadores en forma
normal conjuntiva. Una tal férmula ® se dice que es de ti-
po Horn siy sélo si cada clausula de 6 tiene a lo sumo una
ocurrencia positiva de alguna de las variables de segundo
orden cuantificadas R;. Por otra parte ® es de tipo Krom si
y sélo si cada clausula de 6 tiene a lo sumo dos ocurren-
cias de una misma variable de segundo orden cuantificada
R;. Sean SO-Horn y SO-Krom los conjuntos de formulas
de segundo orden que son de tipo Horn y Krom respecti-
vamente.

Teorema 56 (E. Gradel 1°) Sobre estructuras finitas orde-
nadas,

(i) SO-Horn =P.
(i) SO-Krom=NL. O

Ahora bien, para hacer una demostracion de este teo-
rema empleando nuestro paradigma de captura (seccion
3.4) resulta mas facil trabajar con los complementos res-
pectivos de las clases P y NL que con las propias cla-
ses™™. Por ejemplo, considere el complemento del pro-
blema PS que denotamos por PS. Este es completo para
coP y es facilmente expresable en SO-Horn: lo hemos he-
cho en el Ejemplo 41. También es facil ver que SO-Horn es
cerrada bajo reducciones de primer orden. En consecuen-
cia, coP C SO-Horn,y como P = coP obtenemos que P C
SO-Horn. La contencidn contraria se deja como ejercicio.

Para demostrar que SO-Krom = NL proceda usted de
manera analoga trabajando con el complemento del pro-
blema TC y asumiendo la igualdad NL = coNL, la cual es
cierta pero no es nada trivial de demostrar; de hecho esta
igualdad era una conjetura de larga edad hasta que fue
resuelta en 1988 por Neil Immerman'?® e independiente-
mente por Rébert Szelepcsényi??, y ambos investigadores
recibieron el premio Gddel en su edicion de 1995 por eso.

6. Notas Finales

He presentado aqui una manera uniforme de visualizar
los resultados mas notables sobre el puente existente en-
tre diversas clases de complejidad computacional y dife-
rentes légicas, y creo que la metodologia expuesta, ade-
mas de cumplir un fin didactico al simplificar la exposicion
de estos laboriosos resultados, puede contribuir a descu-
brir las razones formales por las cuales estas capturas
ocurren. La idea del paradigma propuesto para establecer
el puente entre una légica y la clase computacional que
describe (seccién 3.4) no es originalmente mia, mas bien
es una observacion extraida del folclore pues se encuen-
tra con frecuencia empleada por otros autores para esta-
blecer casos particulares de esta relacion entre la logica y
la computacién. Sin embargo, creo es esta la primera vez

Fokkkkk

Debemos indicar que esto mismo hace Gradel en su demostracién
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gue se hace un uso sistemético de la misma para expli-
car todas las descripciones ldgicas de todas las clases de
complejidad posibles.

El método de los cuantificadores generalizados para
producir extensiones de la logica de primer orden de
mayor capacidad expresiva, se originé en el articulo de
Lindstrom'6; pero su uso en la computacion (de la manera
que explico en la seccidn 4) la inici6 Immerman en'2. Este
método es (til para demostrar que un problema, conocido
completo para una clase via log-reducciones, es completo
via reducciones describibles en primer orden, y su formu-
lacién explicita como pasos (1) a (5) en la pagina 106 se
hace por primera vez en este trabajo. En particular, el teo-
rema clave (Teorema 33) es un resultado hasta ahora sélo
publicado en mi tesis doctoral®>. El lema fundamental en
gue se basa (Lema 32), que establece el puente entre la
I6gica y la computacion, aparece enunciado de una mane-
ra diferente en la obra de Ebbinghaus y Flum®, y aunque
alli no se le atribuye a algun autor, su origen se puede tra-
zar a los varios trabajos de Immerman, en particular'?, por
encontrarse implicito en estos. Sin embargo la demostra-
cién que doy de este lema (seccion 7 a continuacion) es
diferente a la de® y sigue méas bien el razonamiento ex-
puesto en la demostracién de una proposicién similar que
aparece en el articulo!® de lain Stewart.

Como hemos indicado ya, el Teorema de Fagin (Teore-
ma 5.1.3) dio origen a esta teoria de la descripcion de la
complejidad algoritmica mediante lenguajes formales, pe-
ro ademas, junto con otros resultados del mismo Fagin,
todos publicados por primera vez en su tesis doctoral, fi-
jO la atencién de varios l6gicos en el estudio mas general
de las estructuras finitas, iniciAndose asi toda una nue-
va area de investigacion en las matematicas denomina-
da actualmente como la Teoria de Modelos Finitos, con
un gran nimero de practicantes, fisicamente esparcidos
por el mundo pero electronicamente reunidos en el por-
tal http://www-mgi.informatik.rwth-aachen.de/FMT/
donde el lector puede hallar una larga lista de referencias
sobre este tema, una lista de problemas abiertos (aunque
no muy actualizada) y otras cosas. Para quien desee ini-
ciarse en el estudio de los temas pertinentes a la Teoria
de Modelos Finitos recomiendo el articulo expositorio de
Ronald Fagin®, o la monografia publicada por el centro DI-
MACS 15, o los libros de texto®-!4,

Concluiré con una anécdota personal: En abril de 1998
conoci al matematico checo Pavel Pudldk en un congreso
efectuado en la Universidad de Campinas, Brasil. Alli, en
una de nuestras amistosas conversaciones sobre la teoria
descriptiva de la Complejidad Computacional, Pavel me
revelé que en su tesis de maestria presentada en la Uni-
versidad de Charles, Checoslovaquia, en 1975, demostro
un teorema anélogo al Teorema de Fagin, pero al conocer
gue “su” resultado ya habia sido demostrado y reciente-
mente publicado por Ronald Fagin decidi6 “engavetar” su
tesis de maestria y el Gnico reporte internacional que exis-
te sobre este trabajo es un pequefio resumen (ver'®), que
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Pavel tuvo la amabilidad de enviarme por correo, donde
s6lo se enuncian los teoremas conducentes a una demos-
tracion por el autor de “una conexién entre los lenguajes
nodeterministicamente reconocibles en tiempo polinomial
y clases proyectivamente definibles de estructuras finitas”.

Esta anécdota significa para mi una comprobacion mas
de que ciertas perlas de la matematica no pueden atri-
buirse a una persona sino a un momento del desarrollo
de la historia en que se llega a acumular una gran canti-
dad de informacion, gracias a un gran esfuerzo colectivo,
gue conduce de manera natural al descubrimiento de tal
gema. Respecto al Teorema de Fagin, Fagin mismo nos
revela en” que este teorema habia sido en parte demos-
trado por James Bennet, alrededor del mismo afio, en su
tesis doctoral que jamas publicd, y que Jones and Selman
publicaron en 1972 un resultado parecido aunque utilizan-
do técnicas distintas. Definitivamente el Teorema de Fagin
es una gema de los setentas y Fagin logré capturar, antes
gue otros, ese gran momento.

7. Apéndice: Demostracion del Lema 32

Supongase que 1 <prcipo,] § Via la (r,0)-
traslacion de aridad k, ¥ = {¢1, ..., ¢, V1, ..., ¥} C
DTC'[PO,(r)], y tal que para cada A € EST(r) su co-
rrespondiente o-estructura segun ¥ es Ay = (A’“,R{‘E,
.., RAs o= ..., C4=), con cada relacién R/'® y cada
constante OjAE definida por ¢; y v; respectivamente, de
acuerdo con la Definicion 14. Como DTC es un problema
en Ly PO, C L, verificar que A = ¢; 0 A |= ¢; con
i, 1; € DTC'[PO,(7)] se puede hacer utilizando espacio
logaritmico y, en consecuencia, la reduccion de cod, ()
en cod,(€2:) que a cada cod, (A), con A € EST(r), asocia
la palabra cod, (Asx) es realizable por una (7, o)-traductora
de aridad k& que emplea a lo sumo espacio de trabajo lo-
garitmico.

En la otra direccién, sea M una log—(r, o)—traductora de
aridad k tal que para toda palabra w € {0,1}*:

1. si w = cod.(A) para algin A € EST(r) de car-
dinalidad n, entonces M (w) = cod,(B) para algin
B € EST(0) de cardinalidad n*; y ademas

2. w € cod. () siysolo si M(w) € cod,(2).

Debemos hallar un conjunto de férmulas ¥ =
{b1,...,br,01,...,0.} en DTC'[PO(r)] que definen
una (7, o)-traslacion de aridad k£ de EST(r) en EST(0) tal
que para cada A € EST(7), M (cod;(A)) = cod,(As)-

Recordemos de la seccion 2.1 que una configuracion
instantdnea CI de M se puede codificar por una tupla de
longitud finita y, por lo tanto, esta puede definirse en PO
por medio de un namero finito de variables que toman va-
lores entre 0 y |A| — 1, donde A es la T—estructura cuya
codificacion damos como entrada a M. Téngase en cuen-
ta que no se incluye el contenido de la cinta de salida de
M en sus configuraciones instantaneas.

115

Lo primero que debemos hacer es definir en DTC*[PO,]
el predicado PROX (CI,CI') cuyo significado es que la
configuracion instantanea C'I’ es consecuencia inmediata
de la configuracién instantanea CT por la aplicacién de las
reglas de transiciéon de M. En los parrafos que siguen es-
pero dar suficientes detalles como para convencer al lector
de que esto puede hacerse.

Para fijar ideas pongamos CT := {(q, i, u1, h1, ..., ug, hg)
y CI' := (¢, ', uy, b, ..., uy, h}), donde ¢ es el estado
actual, i la posicién del cabezal en la cinta de la entrada,
u; es la palabra escrita en la j-ésima cinta de trabajo y
h; es la posicion del cabezal en la j-ésima cinta de traba-
jo; los términos en CI' tienen interpretaciones similares.
Informalmente PROX (CI,C1I') es una disyuncion sobre
todas las posibles transiciones que M puede realizar. Es-
tas son un namero finito y no dependen de las entradas
gue reciba M. Cada transicion es una regla de la forma
(q,b,0) — (¢', D,w',d) que dice:

“si M esta en estado q y el cabezal de la cinta de

entrada lee el bit by los k cabezales de las k cin-

tas de trabajo leen los bits wy,.. . ,wy respectiva-

mente (hemos abreviado wy, ..., w, COMO W), en-

tonces M pasa al estado ¢', mueve el cabezal de

la cinta de entrada en la direccion D, los k cabe-

zales de las k cintas de trabajo escriben los bits

wy,..., w, respectivamente (wi,...,w},) = @'
y mueve los cabezales de las K cintas de trabajo
en las direcciones (di,...,d;) = d’

Los estados de M son un ndmero finito y fijo; por lo tanto
se pueden codificar con un nimero finito de términos. Lo
mismo ocurre con las tres posibles direcciones en que se
pueden mover los cabezales: izquierda, derecha y parado.
Todos estos elementos son expresables en primer orden.
Usaremos ¢, ¢, g; y Similares para denotar estados y para
las direcciones de movimientos usaremos izq (izquierda),
der (derecha) y para (parado).
Pongamos entonces

PROX(CI,CI') := \V cr % or

(9,b,w)—(q',Dw" ,d)

donde (q,b,w) — (¢', D,w',d) varia sobre todas las tran-

siciones posibles de M y CT 2, ¢TI es una abreviacion
de la formula que afirma: “CI’ se obtuvo a partir de CI por
medio de una de las reglas de transicion de M”. Veamos
cuales son los ingredientes para describir esta frase en el
lenguaje formal DTC*[PO;].

Debemos tener la siguiente clausula:

(D=izq — i'=i—1)
V(D =der — i' =i+1)
V(D =para — i' =)
la cual describe la posicion del cabezal de la cinta de en-
trada en el instante CI' respecto de la posiciéon que in-

dicaba el instante C'T y de acuerdo con el movimiento D
indicado por la transicién en uso.
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Necesitamos una clausula similar para describir la nue-
va posicion del cabezal en la j-ésima cinta de trabajo, y
estoparacadaj=1,2,...,k:

(dj:z'zq — h}:hj—].)
V(dj =der — h;- =h;+1)
V(d; = para — h/; = h;)

Ahora falta describir como debe ser la palabra v} (1 <
1 < k) en la configuracién CI' respecto de la palabra u; en
la configuracion CI. Esta es asi: todos los bits en u}, salvo
el bit en la posicién h;, deben ser iguales a los bits en las
posiciones correspondientes de u;; M sélo escribe w; en
la posicién h; de u; y obtenemos . Para esto necesita-
mos un predicado ON (w, j) que declare lo siguiente: “el j-
ésimo bit de la palabraw es 1". Asumamos por el momen-
to que podemos describir este predicado en DTC*[POy],
entonces la sentencia que nos falta es:

k
/\[Vj(j =h; V (ON(u;,5) +— ON(u},j)))
. /\(ON(UZ,hz) — w; = 1)

NON (uj, b)) +— wj=1)]

Veamos ahora que ON(w,j) es expresable en
DTC*[PO,]. Voy a hacer un poco de trampa que justifico
como se suelen justificar todas las trampas en matema-
ticas: “Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

Recuerde que w es una palabra sobre el alfabeto {0,1}
y, como tal, podemos considerarla como la representacion
en binario de algun natural, que denotaremos por w. En-
tonces, visto como naturales, ON (w, j) es cierto si, y s6lo
si, el cociente de dividir w por 2/ es impar.

Para expresar esta Ultima condicion equivalente a
ON (w, 7), necesitamos primero expresar en DTC*[PO;] el
predicado SUM A(z,y,2) := “x +y = 2", que define la
suma de enteros positivos. Considere la siguiente férmula
sobre pares (z,y) y (z',y'),

0(z,y,2',y") := suc(z', z) A suc(y,y’).

Observe que (z,y,z',y") es cierta si,y sélosi, z' =z — 1
yy' =y + 1. Luego

SUM A(z,y, 2) := DTC[(=,v), (', y') : 6](=,y,0, 2).
Considere ahora

ﬂ(u7 ’U, ul) ’Ul) =

F2(SUM AW ', 2) A (u = 2V suc(z,u))) A suc(v',v).

Observe que hay un g-arco de (u,v) a (u',v') si v’ =
u/20u = (u—1)/2,yv =v—1. Sea IMPAR(z) :=
JxIy(SUM A(z, z,y) A suc(y, z)). Se tiene entonces que

ON (w,j) := 32(IMPAR(2)ADTClu,v,u',v" : B](w, j, 2, 0)).
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Estos son los ingredientes para describir PROX (C1,CT")
en DTC*[POq].

Adicionalmente,  necesitaremos los predicados
ESCRIBO(CI), ESCRIB1(CI) y NOESCRIB(CI)
gue dicen que el Unico movimiento de M a partir de la
configuracion instantdnea CI es escribir un 0, escribir
un 1y no escribir en la cinta de salida, respectivamente.
Estos predicados pueden expresarse en PO(r) y se dejan
como ejercicio.

Ahora bien, la formula ¢; (1) que requerimos debe de-
finir la relacién R; en la estructura Ay, cuya codificacion
cod,(Ay) M produce como salida, al recibir por entrada
cod.(A). Es decir

R = {me A . (A7) | ¢,(T1)}

Esta relacién corresponde a una palabra de longitud n*™
gue M genera, bit a bit, de la siguiente manera: M al leer
cod, (A) transita un camino de configuraciones, que co-
mienza en la inicial CI,, hasta una cierta configuracién
instantdnea J tal que, al alcanzarse, ocasiona la escritura
de un 1 en un lugar de la cinta de salida, correspondiente
a la posicion de cierta tupla @ en A*™ (en un orden lexi-
cografico) y que constituira uno de los elementos de Rf‘z.
Todo esto nos indica que la formula ¢, (Z;) debe tener la
siguiente forma

¢ (1) := 3J DTC[(CT, z,w,7), (CT'", 2", w',7') :
61]((C1Iy,0,0,0), (J, mazx, maz,Ty)),
donde
6, := [PROX(CI,CI') A ESCRIBO(CI)
A =0Aw=0Aw =max Ay =7]
V[PROX(CI,CI') A ESCRIBI(CI)
A =mar Aw=0Aw =maz Ay =7]
V[PROX (CI,CI') A NOESCRIB(CI)
N =zhANw=0Aw =07y =7]
VICI=CI' A\2' =2Aw=maz Aw' =0
Ny #maz NY =7+ 1]
siendo

CI, una tupla de simbolos constantes que codifi-
ca la configuracién instantanea inicial de M;

C1, CI' y J tuplas de variables que representan
configuraciones instantaneas;

7y ¥ tuplas de kn; variables cada una, que se
utilizan para contar el numero de simbolos escri-
tos en la cinta de salida. La expresiony’ =7 + 1
es una abreviacion de la férmula (de primer or-
den) que dice que el nUmero representado por la
kni—tupla 7’ es mayor en 1 que el representado

por 7.
Sea A € EST(r) yu € A*™ tal que
(A,u) = 3J DTC[(CI, z,w, %), (CI', 2" ,w',y') :
61]((C1Iy,0,0,0), (J, mazx, mazx,T)).
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Entonces existe una configuracion instantanea, represen-
tada por J, tal que M al tener por entrada cod, (A) alcanza
esa configuracion y, al hacerlo, escribe el z—ésimo simbo-
lo, el cual es un 1; por lo tanto, siu = (uy,.-.,Uns, ), don-
de cada u; es una k—tupla, entonces R*=@m,...,u,,) es
cierto, donde cod,(Ax) = M(cod.(A)). Reciprocamente,
si R{=(w,,...,u,,) es cierto, entonces el z—ésimo simbo-
lo escrito en la cinta de salida es un 1y, por lo tanto, existe
alguna configuracion instantanea que es alcanzada por M
al tener por entrada cod,(.A) y, en ese momento, escribe
un 1 como el u—ésimo simbolo en la cinta de salida; en
consecuencia

(A,m) |= 37 DTC[(CT, 2,w,7), (CT', 2, w', ) :
01]((0103 07 07 6)7 (J7 max, maxafl))'

Asi, (A, ) |= ¢, (%) siy s6lo si R{'=(wy,...,u,,) es cierto.

La férmula ¢» es muy similar a ¢, salvo que debemos to-
mar en cuenta que los O's y 1's que M escribe en su cinta
de salida, correspondiente a la codificacién de R;'>, de-
ben aparecer después de la palabra que codifica a R{‘E;
en consecuencia debemos establecer los contadores de
kni—tuplas y kns—tuplas necesarios.

Sea

¢2(T2) = El'] DTC[(CIa Zawayl,EQ)’ (CII, zl,wlayllay;) :
02]((0107070767 6)’ (‘]’ maxamawama f?)):
donde
0y = [PROX(CI,C’I’) ANESCRIBO(CI)
A =0Aw=0Aw =max
ATy =T ATs =)
V[PROX (CI, CI') ANESCRIB1(CI)

A2 =maz Aw=0Aw =mazx
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ATy =T1 NG5 =T
V[PROX (CI,CI'y A NOESCRIB(CI)
AN =2zAw=0Aw =0
ATy =Ty ATs =)
VI[CI=CI' ANz' =2 Aw=maz Aw' =0
ANy, Zmaz Ay, =7, + 1
NGy =0AT, = 0]
VI[CI=CI' A2 =2Aw=mazx Aw' =0
Ay, = maz Ay, = mazx
N Ts # Maz Ay = 7o + 1]

C'Iy es unatupla de simbolos constantes que co-
difica la configuracion instantanea inicial de M;
CI, CI' y J son tuplas de variables que repre-
sentan configuraciones instantaneas;

7, Y 7, son tuplas de kn; variables, 7, y 7, son
tuplas de kn. variables, todas estas se utilizan
para contar el nimero de simbolos escritos en la
cinta de salida.

Con un razonamiento similar al empleado en el caso de ¢,
se concluye que, si@ = (w1, ...,%,,) € A¥2, entonces:

(A, ) = ¢2(T2) siysblosi R=(wy,...,u,,) es cierto.

Las formulas ¢s, ..
nera analoga. O

--¢ri wll v

., Y. se definen de ma-
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