Teoria de la Computacio

Tema 8: Problemes naturals indecidibles
Teoria:

e Videos 35, 36 i 37.

e Llibre M. Sipser, "Introduction to the Theory of Computation": Section
5.2 A Simple Undecidable Problem, Section 6.2 Decidability of Logical
Theories.

Exercicis per a 'avaluacié continua:

1. Demostrad que los siguientes problemas son indecidibles reduciendo desde accesibilidad de

palabras.
(a) {(u,v, R)|Fwi,ws : u =} wivwa}.
(b) {{u,v, R)|u =% vv}.
(c) {(u,v, R)|uu =} v}.
(d) {(u,v,w, R)|u =} v sin pasar por w}.
(e) {(v,v,R)jlu = vAV(l—=r)eR:|l|=1V]|r|=1}.
f) {(u,v,R={li = r1,....0h = m}) [u =K oAU ], |l el S2A u] = |v] =1}
(8) {(u,v, R)|u =} v usando cada regla de R al menos una vez}.

2. Demostrad que los siguientes problemas son indecidibles reduciendo desde PCP o PCP-INI.

(a) {<u1,v1,...,un,vn>|n62—1—1/\31 <ty sipg <ni(E>0 A wgy--u, =05 v,
(b) {<u1,v1,...,un,vn>|31 S il,. . .,ik S n: (k S Q/\uil cerUgy, = Uy Uzk)}
(¢) {(ut,v1,. . un,v0)| |utl, o1l ..., |unl, |va] € 2A 31 < dg,oiiip < no: (B >0 A
Ugy == Ujy, = Viy U'Lk)}
(d) {(ur,v1,...,up, n)|ur,v1,...,Up,vp € {0,1}* AL < dg,..ip < n: (k>0 A
Wiy - Uiy, = Viy = Vig )}
3. Demostrad que los siguientes problemas son indecidibles reduciendo desde interseccion vacia,
o desde interseccién no vacia.

(a) {{(G1,G2) | |L(G1)N

(b) {{G1,G2) [ |L(Gh)

(c) {{G1,G2) | |L(G)

(d) {(G1,G2) | [L(G1)| = |L(G2)| = 00 A|L(G1) N L(G2)| # o0}
) {( )
) {( )
) {( )

Q

(e) {{G1,G2) | Bq, = Ba, = {a,b}* A L(G1)NL(G2) # DAL(G1)NL(G2)N{aa,bb}* = 0}.
(f G1,Go ’ ﬁ(G1> N ﬁ(Gg) =+ oA Aw € (ﬁ(G1> N ﬁ(Gg)) : \w[ € 2-1- 1}.
(g

G1,Go ’ E(Gl) N [,(GQ) 7é DA /Hw € (E(G1> N [,(GQ)) : \w[ S 2}



4. Demostrad que los siguientes problemas son indecidibles reduciendo desde no universalidad.

(a) {G ] L(G) # X" —{A}}.

(b) {G'| L(G) # X% — {aab}}.

(©) {G| £(G) ? (aabs)}.

(d) {G=(V.%,6,5) | ¥ ={a,b} NL(G) # X*}.

(e) {G=(V.%,6,5) | £ ={a,b} ANL(G) # (aa + bb)*}.

(f) {G=(V,%,0,5) | ¥={a,b} ANL(G) # (aa + bb+ ab+ ba)*}.
(g) {G=(V,%,0,5) | X ={a,b,c} NL(G) # X*}.
(h) {G | £(G)] = o0}

{
{
{
{

5. Sea L un lenguaje regular. Demuestra que o bien {G | L(G) = L} o bien {G | L(G) = L} es
indecidible. Pista: Procede por reduccion al absurdo suponiendo que ambos son decidibles y
concluyendo que entonces universalidad es decidible.

6. Demuestra que los siguientes problemas son indecidibles reduciendo desde veracidad de
férmulas de logica de primer orden interpretadas sobre palabras.

(a) El problema de saber si una descripcion de la forma {w|F(w)}, donde F' es una férmula
de 16gica de palabras con variable libre w, representa al lenguaje (a + b)*.

(b) El problema de saber si una descripcién de la forma {w|F(w)}, donde F' es una férmula
de logica de palabras con variable libre w, representa al lenguaje vacio.

(c) El problema de saber si una descripcién de la forma {w|F(w)}, donde F es una férmula
de légica de palabras con variable libre w, representa al lenguaje a*b*.

(d) Elproblema de saber si una descripcién de la forma {w|F'(w)}, donde F' es una férmula de
l6gica de palabras con variable libre w, representa al lenguaje de las palabras palindromas
sobre {a, b}.

(e) El problema de saber si una descripcién de la forma {w|F(w)}, donde F' es una férmula
de logica de palabras con variable libre w, representa algun lenguaje finito.

(f) El problema de saber si una descripcién de la forma {w|F(w)}, donde F' es una férmula
de légica de palabras con variable libre w, representa algun lenguaje incontextual.

7. Demuestra que los siguientes problemas son decidibles:

(@) {{u,v,R={li = r1,....ln = 1}) |u =K vAVL <i<n:|l;|>|r]}.

(b) {{u,v,R={li = r1,....0ln = rp}) |u =1 vAVLI<i<n:[l| <|rl}

() {{u,v,R={li = r1,....ln = rp}) |u =K vA|R| =1}

(d) {{(u,v,R={li = r1,...,lp = ru}) | u =R oA |ul, v, L] |1, s ], [re] STOAE =
{0,1}}

(e) {(w,v,R={li = r1,....ln = r}) |u =K vAwvli,r, ... L, €a*}.

() {(ur,v1,... up,vp)|ur, o1, . U, v € @*31 <viq, .o i <M U, =V VG, b

(g) {(G,A) € CFG xDFA | L(G) € L(A)}.



8.

9.

10.

11.

12.

Completa la siguiente reduccién de PCP a interseccién no vacia: (uj, vy, ..., Uy, vy) — (S —
up SvE| - Jup SvB|lug ol - jun ol 20,

Cuales de los siguientes problemas pueden ser decidibles y cuales pueden ser indecidibles:

a u,V) | u —p v donde R es un sistema de reescritura fijado de antemano.
R v} donde R i d i fijado d
(b) {R|u —% v} donde u,v son palabras diferentes fijadas de antemano.

(c) {(ur,v1,.. . up,vp)[31 < iy, ... 0 <oty ---u, = vy v, ) donde k es un nimero
fijado de antemano.

(d) {(ui,v1,... up,v)|31 <dy,... i < n:wgy---u, = Vi - v, ) donde n es un ndimero
fijado de antemano.

(e) {G|L(G) 2 L(G")} donde G’ es una gramética fijada de antemano.

(f) {G|L(G) € L(G')} donde G’ es una gramética fijada de antemano. Pista: piensa en la
reduccion de PCP a interseccion no vacia del problema 8.

(g) {GIL(G)NL(G") # 0} donde G’ es una gramética fijada de antemano. Pista: piensa en
la reduccion de PCP a interseccion no vacia del problema 8.

(h) {G € CFG | L(G) 2 L(A)} donde A es un DFA fijado de antemano.

Dado un sistema de reescritura R = {ly — r1,...,l, — r,} sobre el alfabeto {a,b},, lla-
maremos wgr a la palabra #11$r#lo8ro# ... #1,%r,#, donde # y $ son simbolos nuevos.
Esencialmente, wgr es una palabra que codifica el sistema de reescritura. Demuestra que
existe una férmula de légica de primer orden sobre palabras F(z,y, z), donde z, y y z son
variables libres, que cumple lo siguiente: dadas dos palabras u, v y un sistema de reescritura
R, todos ellos sobre el alfabeto {a, b}, resulta que u =} v < F(u,v, wg).

Aprovechando el resultado del ejercicio anterior, Demuestra que los siguientes problemas son
indecidibles reduciendo desde veracidad de féormulas de légica de primer orden interpretadas
sobre palabras.

(a) El problema de saber si una descripcién de la forma {w|F(w)}, donde F' es una férmula
de logica de palabras con variable libre w, representa algun lenguaje decidible.

(b) El problema de saber si una descripcién de la forma {w|F(w)}, donde F' es una férmula
de logica de palabras con variable libre w, representa algun lenguaje semidecidible.

Justifica que {G|L(G) no es regular} es indecidible. Pista: retoca la reduccién de PCP a
interseccién no vacia (u1,v1,...,Un,vn) — (G1,G2) asi: (ui,vi,...,up,vy) — ({a™0} -
G1,{a"™b™} - G3), donde a y b son simbolos nuevos. Haz lo mismo con la reduccién de PCP a
no-universalidad. Justifica que la gramatica resultante, si no es universal, entonces el lenguaje
que genera no es regular.



