Millor esd’eficiencia
enprogramesrecursiusi iteratius

Assignaturé?RO2

Novembre2013






Index

7 Eficienciade programes

8 Millor esd’eficienciad’algorismesrecursius
8.1 NumerosdeFibonacci . . . . .. .. ... . .. ...
8.2 Elementdominadomésaltd’'unapiladenaturals. . . . . ... ... ......
8.3 Arbrebinaribalancejat. . . . . ... ...

9 Millor esd’eficienciad’algorismesiteratius
9.1 DesenolupamendeTaylordelafunciée® . ... ... ... ..........
9.2 Elementdominadomésavancatd’'unallistadenaturals. . . . . ... ... ...
9.3 Vectormitjanamenbrdenat. . . . . . . .. .. ...

Comentari: ineficienciaper copiesinnecessariesl’objectes

15
15
17
19

21



INDEX



Capitol 7

Eficienciade programes

Entenenpereficiéncia(o cos) d’'un algorismela mesuradelsrecursogjuenecessitgerfunci-
onar Usemaquesttonceptegper compararalgorismegjueresolenel mateix problemao també
perestablircomdebo ésun algorismeensi mateix. Estractad’un criteri totalmentobjectiuper
determinaita qualitatdelsnostresalgorismes programes.

Els recursoshabitualsa mesurarsénel tempsd’execucioi I'espaide memoria.En general,
els doscriteris estanrelacionats:un consummeésgrand’espaipot ajudara obteniralgorismes
meésrapids.Peraixo, ala majoriade situacionss’had’arribara un compromisentreambdaos.

En aquestapuntsenscentrarema I'eficiénciaentemps. Si volem un estudi“a priori”, ésa
dir, sensenaver d’executarels nostregprogrameger coneier quantrigueni, a més,volemfer
mesuregusteshemdefixar algunes’normes™:

no esconsidererfactorsexternsal programacomara,la maquinaon esfanlesexecucions,
el sistemaoperatiuo el llenguatgede programacio.

el tempsd’execucio es mesuraen termesdel nombred’instruccionsde I'algorisme en
relacid ambla mida de les dades(dimensiéen el casdels vectors,valor en el casdels
namerosnombredefiles enel casdelesmatrius,...)

per cadaalgorismemiraremd’identificar el caspitjor i noméscalcularel costd’aquest,
ja queenmoltesocasionshi haunagrandiferénciaentreels diferentscasosd’'un mateix
algorisme

Algunsexemplesde costentemps

Obtenirla midad’un vector pila, cuao llista (ambsize() ); obtenirel valor d’'unaposi-
cio d'un vector el cim d’'unapila, el primerd’unacua,l’arrel d'un arbreo I'associata un
iteradoraunallista. El costd’aquestesperaciongsindependendela midadelesrespec-
tivesestructuregal segongrup,pero,s’hadetenirencomptela midadelselementsno és
el mateixobtenirun enterque unaparaulaper exemple). Diem que aqueste®peracions
tenencostconstant En generaltoteslesoperaciongjuehemvist alesespecificacionsge
piles,cues|listeso arbressdndecostconstan{nohoson,obviament|'assignacio copia,
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6 CAPITOL 7. EFICIENCIA DE PROGRAMES

la lecturao la escripturatampocel dimensionamende vectors).Perveureel costd’altres
operacionsgomara,sort o merge consultedawebdereferenciadela STL. L'assignacio
detipussimplesi elsoperadoraritmeticsi Iogicstambéesconsidererde costconstant.

e Sumadels elementsd’una pila, un vector etc.; cerquessimples;assignacié copiade
vectors|llistes, etc. detipus simples.El tractamentle cadaelementvisitat ésun nombre
constant’instruccionsde costconstantpertantel nombretotal d’aguestegsdirectament
proporcional la midadel'estructura.En aquestasparlemd’algorismedineals

e Algorismessimplesd’ordenaciadevectorg(insercio,bombolla,...), veuresi unaestructura
sequenciaté tots els seuselementdiferents(senseordenaflos). Cadaelementde I'es-
tructuraddnalloc a un nombred’instruccionsde costconstanigue ésfuncio del nombre
d’elementsanteriorso seguents. El nombretotal d’aquestegsdirectamentproporcional
al quadratdela midadel'estructura.En aquestasparlemd’algorismesjuadratics

e Algorismessofisticatsd’ordenacidde vectors(meigesortheapsort) El nombred’instruc-
cionsde costconstanésproporcionala la midadel vectormultiplicadapel seulogaritme
enbase2. En aquestspectel’algorismequicksortésespecial:si considerenel seucost
peral casmitja pertary aaquesgrup, peropel seucaspitjor ésquadratic.

e Cercadicotomicaalgorismesapidsperl’arrel quadradaEl nombred’instruccionsdecost
constangsproporcionalal logaritmeenbase2 de la midade les dadeqvector numero).
Enaquestasparlemd’algorismedogaritmics

e Generaciae combinacionspermutacionsetc.,de n elements.Algorismesde cercaex-
haustva de candidatsde mida n per complir unapropietat. E| nombred’instruccionsde
costconstanesproporcionab unaconstanmeésgranquel elevadaala n-esimapotencia.
Enaquestasparlemd’algorismesxponencials

Encaraque nosaltresobtindremel costdels exemplesque mostrarem) objectiu d’aquesta
assignaturao ésaprendrea calcularcostosd’algorismesngeneral.Si ho €s,pero,sercapagos
de detectarsi els algorismegjue disselyem soninnecessariameimeficientsi pertanthemde
trobaralternatvesmeésbones.

En unaaproximaciomolt basica,podemdir que per obteniralgorismeseficientshi ha dos
camins:encertammbunabonaideaqueenspermetideseroluparl’algorismedirectamentp bé,
proporcionarun algorismecorrectesensdixar-nosgairea I'eficienciai desprésnirar de trobar
millores queensportin a unasolucioeficient,a basede eliminar calculsinnecessarisA la resta
delsapuntsmostrarenmalgunegécniquegerala segonaopcio.
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Millor esd’eficiencia d’algorismesrecursius

Partiremd’algorismesrecursiuscorrectes naturals,i miremd’identificari estalviarels calculs
innecessarid.’einabasicgperfer aixo éslaimmersié.Enocasionsafegiremnovesdadesambla
intenciode moureinformacidéentreunacridarecursvai la seglient,de maneragueaquestae’n
puguiaprofitari nohagidetornaracalcularla. D’aixo se’ndiu immessié d’eficienciaper dades
D’altres ocasionsel quefem ésobtenirinformacié procedente la seglientcridarecursva per
estaiar-nosinstruccionsal'actual. D'aix0 se’ndiu immesio d’eficiénciaper resultats També
pot haver-hi combinacionglelesdues.

8.1 Numerosde Fibonacci

La successidle Fibonacciésmolt congguda.Esdefineixaixi

fib(0)
fib(1)
fib(n)

0
1
fib(n—1) +fib(n—2),sin>1

D’aquestadefinicio esderiva unafuncio recursva molt simpleper calcularl’ n-essimterme
dela successioDefinim el resultatcomaint , perodonadda granrapidesalel creixementde
fib, si volemcalculartermessuperiorsal 45éhauremdefer servirdouble .

int fib (int n)
[* Pre: n és un enter >=0 ¥
[* Post: el resultat és el terme n-éssim de la successid6 de Fibonnaci */
int res;
if (n<2) res =n;
else res=fib(n-1)+fib(n-2 );
return  res;

Esveuclaramenguepervalorsn suficientmengransla repeticidode calculsinnecessarigs
enorme.Perexemple,si n = 20, cridemla funcié duesvegades:fib(19) i fib(18). En executar
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8 CAPITOL 8. MILLORES D’EFICIENCIA D’ALGORISMES RECURSIUS

la cridaamb 19, obtenimduesnovescridesfib(18) i fib(17). La primeraja s’hafet abans no
s’hauriaderepetir Si continuemdesplgantlescrides,ensentrobemtresamb17,cincambl6,
vuit amb15, etc.

El que podemfer és unaimmersioper resultatsque retorni dos valors consecutiugde la
successid D’aguestamaneraa cadacrida aprofitaremels elementgetornatsdesde la seglient
perobtenirneelsnous.

pair<int,int> fib ef (int n) {
f* Pre: n és un enter >0 *
f* Post: el primer component del resultat  és fib(n); el segon és fib(n-1) */

pair<int, int> vy,

if (n==1) {y.first=1; y.second=0;}
else {

y = fib_ef(n-1);

f* HI: oy first és fib(n-1); y.second és fib(n-2) */
int  aux;

aux=y.first;

y first=y.first+y .se cond;
y.second=aux;
}

return y;

Noteuqueperobtenirfib(0) s’hadecridaraquestduncié ambn = 1, o bécalcularhoapart,
ja quela cridaambn = 0 no ésvalida. Al segoncas,la funcio completaquedariaaixi, ambla
cridaalaimmersio.

int fib (int n)
[* Pre: n>=0 *
[* Post: el resultat és el terme n-essim de la successi6 de Fibonnaci */
{ .
int res;
pair<int, int>  res2;
if (n==0) res=0;
else {
res2=fib_ef(n);
res=res2.first;

}

return  res;

Fixeu-wos tambeéquesi definim la immersidpassanper referénciaels dosvalorsobtinguts
de la successidencaratenim unaimmersioper resultats donatque aquestparametresiomes
s’aprofitendespréesiela crida. Completeuaguestaversi6coma exercici.

Permesuran’eficiéncia de les duesversions fixem-nosque, per calcularfib(n), la segona
produeixn cridesi a cadacrida s’aplicaun nombreconstantd’operacions|lavors éslineal. El
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calcul de la primeraés méscomplicat, pero es pot demostramper induccio que el nombrede
cridesqueprodueixésaproximadamerit (n+ 1)-essimnimerodeFibonaccicadascund’elles,
aixo si, amb un nombreconstantd’instruccionsa cadacrida. Com que se sapque fib(n) és
proporcionak certaconstanimésgranquel elevadaa n, ensquedaun algorismeexponencial.

Mirem arad’obtenir unasolucid alternatva ambimmersiéd’eficiénciaper dades.La idea
hade seranarfent calculs(utils) i passaflos coma parametres lesseylienteridesrecursves.
En aquesttas,podemmantenirdosvalorsconsecutiusle fib i actualitzados fins arribaral que
volem. Persaberguanhemde pararnecessitenun parametranés.

int fib_ef param(int n, int i, int fl1, int f2)

¥ Pre: O<i<=n, f1=fib(i-1), f2=fib(i) *

f* Post: el resultat és el terme n-éssim de la successio de Fibonnaci */
{

int f;

if (i==n) f=f2;

else f=fib_ef param(n,i+1 f2f 1+ 2); {H: Post}

return f;

La clauperentendrgerqueaquestduncioé éscorrectaésquequalseol cridarecursvaamb
qualseol tripleta <i,f1,f2> que compleixila precondicidensportaa la postcondicidja que
el quetenim de fet esun casde recursvitat final amb postcondiciéconstant. Com a exercici,
obteniula versiditerativa queesderivad’aquesta.

Amb aquestasolucio,fib(0) s’hade calculara part. La funcié completaguedariaaixi, amb
la cridaalaimmersio.

int fib (int n)
[* Pre: n>=0 *
[* Post: el resultat és el terme n-éssim de la successi6 de Fibonnaci */

{ .

int  res;

if (n==0) res=0;

else res=fib_ef param (n,1,0,2);
return  res;

Quanta eficiencia,novamentaquestaversié requereixn cridesper calcularfib(n) i a cada
cridas’aplicaun nombreconstant’operacionsllavorséslineal.

8.2 Elementdominador mésalt d’'una pila de naturals

Diem queun elementd’una pila de nimerosésdominadorsi ésmesgrano igual quela suma
delselementgnésantics(visualment.els quesesituenmésabaix)queell. Donadaunapila no
buidadenaturalsyolemobtenirel seuelementdominadomésrecento, equivalentmentmésalt.



10 CAPITOL 8. MILLORES D’EFICIENCIA D’ALGORISMES RECURSIUS

Noteuque,pelfet quela pila siguidenaturalscomaminimtindraun dominadoyqueserael seu
elemenimésbaix (ésadir, el mésantic),si apliquemcomacorveniquela sumadezeroniumeros
€s0. Amb totaaquestanformaciéobtenimun algorismemolt basicperal nostreobjectiu.

int  suma(stack<int> p)

* Pre: p=P *
[* Post: el resultat és la suma dels elements de P *
{

int s=0;

¥ Inv. s és la suma dels elements de la part tractada de P,
p és la part no tractada de P *
while  (not  p.empty()){
s+=p.top();
\ p-pop();

return  s;

}

int  dom(stack<int> & p)
[* Pre: p=P, p no és buida i esta formada per naturals *
[* Post: El resultat és el dominador més alt de P *
{

int  res=p.top();

p-pop();

if (ot p.empty())}{

if (res<suma(p))  res=dom(p);

[* HI: res és el dominador més alt de P sense el cim *

}

return res;

Comproreu quesotales condicionsdel segonif , escompleixqueHl = Post , ja ques’ha
descartatjueel cim original siguidominador

El problemaésqueaquestalgorismecalculamoltessumesepetides.A la primeracridase
sumenels elementsde tota la pila excepteel cim. A la segona,estornena sumarels matei-
xos elementsiret del sggoncim, i aixi successiament. El nombretotal de sumesésquadratic
respectala midadela pila original.

Perobtenirunaalgorismemeéseficient, mirem de fer cadasumaunasolavegada. Per fer
aixo, apliguemunaimmersioderesultatgyueretornino nomeéd’elementdominadorsind també
la sumade la pila. Aixi, enunacridanoméshauremde sumarun elementa la sumaretornada
perl'anterior.

pair<int,int> dom_ef(stack<int>& p)
f* Pre: p=P, p no és buida i esta formada per naturals */
[* Post: El resultat  conté el dominador més alt de Pi la suma *
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{
pair<int,int> res;
res.first=res.secon d=p.to p();
p-pop();
if (ot p.empty())}{
pair<int,int> aux = dom_ef(p);
/¥ HI: aux cont¢ el dominador més alt de P menys el cim i la suma *
if (res.first<aux.secon d) res.first=aux.first ;
res.second+=aux.s econd;
}
return  res;
}

Claramentel procésgeneratantescridescom I'altura dela pila i a cadacrida s’efectuaun
nombreconstantd’instruccionsbasiquespertantl’algorismeéslineal.

Tambéespotaconsguir unalgorismdinealambunaimmersioperdadessi abanglecomen-
carel calculdisponendela sumadela pila. EI nombred’instruccionsseguirasentproporcional
al'altura dela pila, peroel resultatno éstan satistictori,ja ques’hade comencaperobtenirla
sumatotal dela pila.

int  dom_ef param(stac k<i nt> & p, int& s)

f* Pre:  p=P, p no és buida i esta formada per naturals;
s es la suma de P menys el cim *

[* Post: El resultat és el dominador més alt de P *

{ .
int res;
res=p.top();
if (res<s) {
p-pop();
if (not p.empty()){
s-=p.top();
res = dom_ef param(p,s) ;
¥ HI: res és el dominador més alt de P menys el cim *
}
}
return  res;
}

Comallesanteriorsmmersiongoerdadesgl puntcritic ésgarantirqueels parametresle la
cridarecursva compleienla precondicié.Peraixo, si traiemel cim de P, hemderestaras el
seglentcim.

La funcié completagueda

int  dom_ef2(stack<int > & p)
[* Pre: p=P, p no és buida i esta formada per naturals */



12 CAPITOL 8. MILLORES D’EFICIENCIA D’ALGORISMES RECURSIUS

/* Post: El resultat és el dominador més alt de P */

{

int  s=suma(p)-p.top();
res=dom_ef param(p, S);
return  res;

}

8.3 Arbr ebinari balancejat

Un arbrebinari esdiu balancejatsi ésbuit o bé si els seusdosfills sonbalancejats el valor
absolutde la diferenciade les sevesalturesno ésmésgranquel. A partir d'aquestadefinicio,
derivemun algorismemolt senzillpero,comveuremmolt ineficient.

int  altura(Arbre<int> & a)

[* Pre: a=A *

[* Post: El resultat és la longitud del cami més llarg de larrel a una fulla dA ¥
{

int alt;

if (a.es_buit()) alt=" 0;

elsef

Arbre<int>  al;

Arbre<int>  a2;

afills(al,a2);

int y=altura(al);

int  z=altura(a2);

¥ HI: y és la longitud del cami més llarg de larrel a una fulla del fe. dA,

z és la longitud del cami més llarg de larrel a una fulla del fd. dA ¥
alt=" max(y,z)+1;

}

return  alt;

}

bool balancejat(Arbre<in t>& a)

¥ Pre: a=A *

f* Post: el resultat indica si A és balancejat  *

{

bool bal;

if (a.es_buit()) bal=true;

else{

Arbre<int>  al;
Arbre<int>  a2;
afills(al,a2);
Arbre<int> bl=al;
Arbre<int>  b2=a2;
int  y=altura(bl);
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int  z=altura(b2);
if (abs(y-z)>1) bal=false;

else {

bal=balancejat(al) ;

[* HIL: bal indica si el fil esq dA és balancejat */

if (bal) bal=balancejat(a2 );

/¥ HI2: bal indica si el fill dret d'A és balancejat  *

}
}
return  bal;

Noteuque mentreno arribemal casdirecte,a cadacridaa balancejat  escridala funcio
altura duesvegadesg, al pitjor delscasostambéescridala funcio balancejat  duesvegades.
Sitenimunarbreoriginala suficientmengrani desemolupemla sequenciaecridesaaltura i
abalancejat , veuremquel’altura delfill esquerralelfill esquerral’a escalculaduesvegades
(unacoma partdel'altura delfill esquerred’a i altracoma partdela cridaabalancejat  del
fill esquerred’a. El mateix passaamb els restantdresfills delsfills d’a. A la seglientcrida
abalancejat , comprovaremque pera cadaun delscorresponent§ills I'altura escalculatres
vegades,a la sggiientquatrevegades.etc. Es pot demostramper induccié que, pel caspitjor,
aguesprocésprodueixun nombrequadratiode cridesi pertantd’instruccionsotals.

Perestalviarels calculsinnecessarifaremunaimmersiéper resultatsde formaquela ma-
teixa funcié ensretorni el booleaqueindicasi I'arbre ésbalancejai la seva altura. D’aquesta
maneraaprofiteml’altura delssubarbrepersabersi I'arbre original ésbalancejat.

pair<bool,int> ebalancejat(Arbre <in t>& a)
[* Pre: a=A *
¥ Post: el resultat conté si larbre A es balancejat i [laltura */
{

pair<bool,int> res;

if (a.es_buit()) res=make_pair(true, 0);

else{

Arbre<int>  al;
Arbre<int>  a2;

afills(al,a2);

pair<bool,int> bal=ebalancejat(al) ;

[* HIL: el resultat conté si el fil esq d’A es balancejat i [laltura */
pair<bool,int> ba2=ebalancejat(a2) ;

[* HI2: el resultat cont¢é si el fil dret d'A es balancejat i laltura */

res= make_pair(abs(bal. second-b a2. second)< =1 and bal.first and ba2.first,
max(bal.second,ba2.  second)+ 1);

}

return  res;
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Araéssenzillconclouregueel nombredecridesésmenoro igualquela midadel’arbrei com
gueacadacridas’executaun nombreconstantd’instruccionsbasiquesl’algorismeéslineal.
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Millor esd’eficiencia d’algorismesiteratius

Comabanspartiremd’algorismesteratiuscorrected naturalsj miremd’identificari estalviar
elscalculsinnecessarisAquestcop, I'estrategiaconsistiraenfer servir el resultatde cadavolta
del bucle corresponenper minimitzar el costdel calculdela segtient. Perfer aixo, introduirem
variableslocals. Es molt importantque el valor d’aquestes/ariablesconstia I'in variantde la
novaversio;aixi sabremexactamentominicialitzar-lesi actualitzasles.

9.1 Desewolupamentde Taylor dela funcio €
Recordengueel desemolupamenensériede Taylor d’'unafuncio f(x) al punta esla suma

a)(x—a) f’(a)(x—a)? fN(a)(x—a)"

J(x-a), f"@(x-a?, | "@x-a",

1! 2! n!

Volemun programaguecalculi de maneraeficientl’exponenciak®, fentservirel seudesen-

volupamentle Taylor al puntzerofins al termen-éssim ésadir,

f(x)=f(a)+ il

2 n
X X
€=1+X+ 54+ =
2! n!

La primeraideaésiterarla sumatermeatermesenseaprofitarelstermesanteriors Femaixo
amblesfuncionsauxiliarspot i fact .

double pot (double a, int b)
[* Pre: a>0; b>=0 *
[* Post: el resultat és a™ *
{
double p=1;
while  (b>0) {
p*=a;
--b;
}

return P;

15
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}

int  fact(int n)
[* Pre: n>=0 *
[* Post: El resultat és nl ¥
{
int f =1;
while  (n>0)
f*=n;
-n;
}

return f;

}

double taylor_exp(double X, int n)
¥ Pre: n>=0 ¥
f* Post: el resultat és la suma fins n de la serie de Taylor per a ex *
{

if (x==0) return 1,

Il x=0

double t=1;

int i=1;

II' Inv: t és la suma fins i-1 de la serie de Taylor per a e"x

while  (i<=n) {

t+=pot(x,i)/fact( i);
+H;
}
return t;
}
Podemveurequecadacridaataylor_exp(x,n) generaun nombrede productegquadratic
respecten.

Claramentno ésnecessartfier cadavegadatots elsproductesiela poténcia el factorial.In-
troduimduesvariablesnovesquecontinguinelsvalorscorresponentdNoméshemd’inicialitzar-
lesi actualitzarlesa cadavolta delwhile .

double taylor_exp_efl(doubl e X, int n)
[* Pre: n>=0 *
[* Post: retorna la suma fins n de la série de Taylor per a ex *
{
if (x==0) return 1,
double t=1;
int  f=1;
double p=1;
int i=1;
II' Inv: t és la suma fins i-1 de la seérie de Taylor per a e"x
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I p = x\(i-1); f=(i-1)!;
while  (i<=n){

p*=x; [p=x"i

fe=i; =i

t+=p/f,

+Hi;
}

return  t;

}

Amb aix0, el nombredeproductegi, defet, d’operaciongentotal) passa serlineal respecte
an. Finsi tot, podemestalviaruna de les variablesauxiliars, mantenint-nenomésuna que
continguiel noutermedecadaiteracid. A més,d’aquestananerabaixemla probabilitatd’obtenir
namerosmassayransperpoderserepresentaambdouble .

double taylor_exp_ef2(doubl e X, int n)
[* Pre: n>=0 *
[* Post: retorna la suma fins n de la série de Taylor per a ex *

{
if (x==0) return 1;
double t=1;
double pf=1;
int i=1;
II' Inv: t és la suma fins i-1 de la série de Taylor per a e"x
] pf = x7(i-1)/(i-1)";
while  (i<=n){
pf*=x; lpf = x"il(i-1)!
pfl=i;  lpf=xMilil
t+=pf;
++i:
}

return  t;

9.2 Elementdominador mésavancatd’una llista de naturals

Diem queun elementd’unallista de nimerosesdominadorsi ésmesgrano igual quela suma
delselementsanteriorgelsquesesituenmésapropdel seubegin ) queell. Donadaunallista no
buidade naturalsyolemobtenirel seuelemendominadomésavancatésadir, el mésallunyat
delbegin . Noteuque,pelfet quela llista sigui de naturals,coma minim tindraun dominadoy
gueserael begin ), si apliguemcoma corveniquela sumade zeroniamero<s0.

Amb tota aquestanformacio obtenimun algorismemolt basicper al nostreobjectiu,amb
I'ajuda d’una operacidauxiliar que calculala sumadelsanteriorsa un elementdonaty quees
cridaperacadaelementdela llista.
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int  suma(const list<int>& L, list<int>:.const_ite rator it)
[* Pre: cert *
¥ Post: El resultat és la suma dels elements d'L des del begin fins

a l'anterior al referenciat per it *
{
int  s=0;
for(list<int>::cons ti ter ator it2= L.begin();it2 I= i, ++it2)
s+=(*it2);
return s;
}
int  dom(const list<int>& L)
f* Pre: L no és buida i esta formada per naturals *
[* Post: El resultat  és el dominador més avancat de L */
{
list<int>::const_it erator it= L.begin();
int  s=(*it);
++it;
II' Inv. s és lelement  dominador més avancat de L fins [I'anterior a it
while (it != L.end())
if  (suma(L,it)<=(*it)) s=(*it);
++it:
}
return s;
}

Podemveureque cadacrida a dom(L) generaun nombrede sumesquadraticrespecteal
nombred’elementsd’L.

Claramentno ésnecessaffier cadavegadaoteslessumedelselementanteriorsalsvisitats.
Introduim una variable nova que continguila sumanecessaria cadamoment. Noméshem
d’inicialitzar-lai actualitzafla a cadavolta delwhile .

int dom_ef(const list<int>& L)
f* Pre: L no és buida i esta formada per naturals ¥/
[* Post: El resultat és el dominador més avancat de L */

{
list<int>::const_it erator it= L.begin();
int  s,aux;
s=aux=(*it);
++it:
Il Inv: s és l'element dominador més avancat d'L fins Ianterior a it
I aux és la suma dels elements d'L fins [anterior a it
while (it = Lend())
if  (aux<=(*it)) s=(*it);
aux+=(*it);

++it;
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}

return s;

Amb aix0, el nombrede sumegqi, defet, d’'operacionentotal) passaa serlineal respectel
nombred’elementd’L.

9.3 Vector mitjanament ordenat

Diem gue un vector d’entersés mitianamentordenatsi cadaelement,tret del primer, és més
grano igual quela mitja dels anteriors. Donatun vector no buit d’enters,volem sabersi és
mitjanamenbrdenat.

Apliqguemun esquemale cerca. El primer algorismeque proposenta servir unaoperacio
auxiliar quecalculala sumadelsanteriorsa un elementdonaty queescridapera cadaelement
del vector donantlloc aun costquadratic.

int  suma(const  vector<int> &v, int i)
[* Pre; i>=0 *

f* Post: El resultat és la suma de v[0..i-1] */
{
int  s=0;
for (int j=0; j<i;++)
s+=V[j];
return s;
}

bool mitjord(const vector<int> &v)
¥ Pre: v.size()> 0 *
¥ Post: El resultat indica si v estd mitjanament  ordenat */

{
int i=1;
bool b=true;
Mnv:  v[0..i-1] estd  mitianament  ordenat;
I si not b llavors  V[0..]] no estd mitjanament ordenat
while  (i<v.size() and b)
if  (v[ij<double(suma(yv, i) )i ) b=false;
else  ++i
return  b;
}

Com als exemplesanteriors,evitem fer cadavegadatotesles sumesdels elementsanteri-
orsals visitats. Introduimunavariablenova que continguila sumanecessaria cadamoment.
Noméshemd'inicialitzar-la i actualitzafla a cadavolta delwhile .
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bool mitjord_ef(const vector<int> &v){
¥ Pre: v.size()> 0 *
¥ Post: El resultat indica si v estd mitjanament  ordenat */

int i=1;
bool b=true;
int  s=v[0];
Mnv:  v[0..i-1] esta mitjanament  ordenat;
I si not b llavors  V[0..]] no esta mitjanament  ordenat;
I s= suma V[0..i-1]; 1<=i;  i<=v.size();
while  (i<v.size() and b)
if  (v[ij<double(s)/) b=false;
else {
s+=v[i];
++H:
}
return b

Amb aix0, el nombrede sumeqi, defet, d’'operacionentotal) passaa serlineal respectel
nombred’elementd’v.



Ineficiencia per copiesinnecessaries
d’objectes

Retomem’exemplede recorrgyut en ampladad’un arbrebinari, vist al capitol“Estructuresde

dadesarborescents”per analitzarel seucostamb les einesd’aquestcapitol. Encaraque fem
servirla versioiterativa, tot el queexplicaremtambéespot aplicarala versiorecursva.

void nivells(Arbre<int> &a, list<int> & 1)
[* Pre: a=A, | és buida *
f* Post: | conté els nodes d'’A en ordre creixent respecte al nivell
al qual es troben, i els de cada nivell en ordre desquerra a dreta */

{
if(not  a.es_buit(){

queue <Arbre<int> > ¢;

int  node;

c.push(a);

while(not  c.empty()){

a=c.front();

node=a.arrel();

l.insert(l.end(),n ode);
Arbre<int>  al;

Arbre<int>  a2;

a.fills(al,a2);

if (not al.es_ buit()) c.push(al);
if (not a2.es_buit()) c.push(a2);
c.pop();

Al seumomentvam dir que aquestalgorismeno és gaire eficientperquecadavegadaque
crideml'operaciofront dela cuaesfaunacopiadel'arbre obtingut,ja quel’assignaciode la
classeArbre té aqueskfecte.De la mateixamaneragcadavegadaqueafegim un arbreala cua
ambl’operaciopush tambése’'nfaunacopia.

Podemmesurael costdelrecorrgutdela segientmaneraA cadavolta esvisitaunelement
del'arbrei s’executaun nombreconstant’operacionsSi el costde cadaunad’aqueste®pera-
cionsfostambéconstant|’algorismecompletserialineal. Comja hemdit, aixd no ésaixi perque
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la copiad’arbresno ésconstantsinélineal. Pertant,perobtenirel costrealdel’algorismehem
detenir encompteaquestesopies.Comquediferentsarbrespodendonarlloc a diferentsdes-
composicionen subarbresno éssenzillsumarprogressiamentel costde les diferentscopies;
encompted’aixo, calcularemel nombretotal devegadesjueelsnodesdel'arbre sbncopiatsal
llarg deltot el procés.

Sabemuetotselssubarbreso buits de I'arbre original vanpassanperla cua,ésadir, son
parametresle 'operaciopush i sonretornatgperl'operaciéfront . El nombrede subarbresio
buits coincideixambel nombred’elementsde I'arbre, peroresultague cadaelementapareixa
tantssubarbregoma la profunditata la queestrobamés1 (I'arrel de'arbre nomésapareixa
un subarbreles seglientsarrelsapareixena dossubarbresetc.) Pertant, cadaelementescopiat
atantspush i front comla seva profunditatmésl. Si sumemaquestajuantitatal llarg detots
elselementslel’arbre, tindremel costdel'algorisme.

El problemaara,ésquediferentsarbrespodendonarlloc a diferentssumes.Recordenque
hemdit al principi queensconformemambel costal caspitjor, pertantunabonaestratégiasera
trobarunafita superiorpel costi desprésreureque hi ha casoson s’assoleixla fita i aquests
determinararel costal caspitjor.

Donatquela profunditatd’un nodemaisuperda midadel'arbre, si sumemaquesteprofun-
ditatsal llarg detotselselementslel'arbre, el resultattscoma molt quadratic.Si a ésun arbre
demidan podemafitarla sumade profunditatsaixi

Y 1+profd'’xena=n+  profd'’xena<n+ y n=n+ n?
Xca Xea Xca

A més fixeu-ws,queperaqualse&ol midahi haarbrescomperexempleelsarbres’ineals”
enquétotselsnodegmerys|I'tltim) tenenexactamentin subarbrebuit. La sumaenquestioper
aunarbred’aquestdemidan serial+2+3+:--+n= ”(”—;1) Pertantel costal caspitjor és
guadratic.

Podriemhaver aplicatl’estratégiaen sentitinvers: primer determinarque per a tot n hi ha
arbresde midan ambunasumade profunditats@, guepermetriaafirmarqueel costéscom
a minimqguadraticj desprégprovar queno espot superaiaquestostambcaparbrede midan.

Un calculsimilar s’aplicaa la versidineficientdeI'algorismeper sabersi un arbreésbalan-
cejat,vist mésamunt.

Perobtenirunaversiodlineal hauriemd’aconsguir quetotesles operacionglel bucle fossin
constantsAixo espotferambunacuadepuntesaarbre,0 bé programantl recorrgutdinsde
la classeArbre , cosesqueencarano estemen condicionsdefer, peroquesi podremintentaral
capitolsegent.



