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Capítol 7

Eficiènciade programes

Entenempereficiència(o cost) d’un algorismela mesuradelsrecursosquenecessitaper funci-
onar. Usemaquestconcepteper compararalgorismesqueresolenel mateixproblemao també
perestablircomdebo ésun algorismeensi mateix.Estractad’un criteri totalmentobjectiuper
determinarla qualitatdelsnostresalgorismeso programes.

Els recursoshabitualsa mesurarsónel tempsd’execuciói l’espaidememòria.En general,
els doscriteris estanrelacionats:un consummésgrand’espaipot ajudara obteniralgorismes
mésràpids.Peraixò,a la majoriadesituacionss’had’arribarauncompromísentreambdós.

En aquestsapuntsenscentrarema l’eficiènciaen temps.Si volemun estudi"a priori", ésa
dir, sensehaver d’executarelsnostresprogramesperconèixer quantrigueni, a més,volemfer
mesuresjusteshemdefixar algunes"normes":

� noesconsiderenfactorsexternsal programacomara,la màquinaonesfanlesexecucions,
el sistemaoperatiuo el llenguatgedeprogramació.

� el tempsd’execucióes mesuraen termesdel nombred’instruccionsde l’algorisme en
relacióamb la mida de les dades(dimensióen el casdels vectors,valor en el casdels
números,nombredefilesenel casdelesmatrius,...)

� per cadaalgorismemiraremd’identificar el caspitjor i noméscalcularel costd’aquest,
ja queenmoltesocasionshi haunagrandiferènciaentreelsdiferentscasosd’un mateix
algorisme

Algunsexemplesdecostentemps

� Obtenirla midad’un vector, pila, cuao llista (ambsize() ); obtenirel valor d’unaposi-
ció d’un vector, el cim d’unapila, el primerd’unacua,l’arrel d’un arbreo l’associata un
iteradoraunallista. El costd’aquestesoperacionsésindependentdela midadelesrespec-
tivesestructures(al segongrup,però,s’hadetenirencomptela midadelselements:noés
el mateixobtenirun enterqueunaparaula,perexemple).Diem queaquestesoperacions
tenencostconstant. En general,toteslesoperacionsquehemvist a lesespecificacionsde
piles,cues,llisteso arbressóndecostconstant(nohosón,obviament,l’assignacióo còpia,
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6 CAPÍTOL 7. EFICIÈNCIA DE PROGRAMES

la lecturao la escriptura;tampocel dimensionamentdevectors).Perveureel costd’altres
operacions,comara,sort o merge consulteula webdereferènciadela STL. L’assignació
detipussimplesi elsoperadorsaritmèticsi lògicstambéesconsiderendecostconstant.

� Sumadels elementsd’una pila, un vector, etc.; cerquessimples;assignacióo còpiade
vectors,llistes,etc. detipussimples.El tractamentdecadaelementvisitat ésun nombre
constantd’instruccionsdecostconstant,pertantel nombretotald’aquestesesdirectament
proporcionala la midadel’estructura.En aquestcasparlemd’algorismeslineals.

� Algorismessimplesd’ordenaciódevectors(inserció,bombolla,...),veuresi unaestructura
seqüencialté tots els seuselementsdiferents(senseordenar-los). Cadaelementde l’es-
tructuradónalloc a un nombred’instruccionsdecostconstantqueésfunció del nombre
d’elementsanteriorso següents.El nombretotal d’aquestesesdirectamentproporcional
al quadratdela midadel’estructura.Enaquestcasparlemd’algorismesquadràtics.

� Algorismessofisticatsd’ordenaciódevectors(mergesort,heapsort).El nombred’instruc-
cionsdecostconstantésproporcionala la midadel vectormultiplicadapel seulogaritme
enbase2. En aquestaspecte,l’algorismequicksortésespecial:si consideremel seucost
peral casmitjà pertany aaquestgrup,peròpelseucaspitjor ésquadràtic.

� Cercadicotòmica,algorismesràpidsperl’arrel quadrada.El nombred’instruccionsdecost
constantésproporcionalal logaritmeenbase2 dela midadelesdades(vector, número).
Enaquestcasparlemd’algorismeslogarítmics.

� Generacióde combinacions,permutacions,etc.,de n elements.Algorismesdecercaex-
haustiva de candidatsde mida n per complir unapropietat. El nombred’instruccionsde
costconstantésproporcionalaunaconstantmésgranque1 elevadaa la n-èsimapotència.
Enaquestcasparlemd’algorismesexponencials.

Encaraquenosaltresobtindremel costdelsexemplesquemostrarem,l’objectiu d’aquesta
assignaturanoésaprendrea calcularcostosd’algorismesengeneral.Si ho és,però,sercapaços
de detectarsi els algorismesquedissenyemsóninnecessàriamentineficientsi per tant hemde
trobaralternativesmésbones.

En unaaproximaciómolt bàsica,podemdir queper obteniralgorismeseficientshi ha dos
camins:encertarambunabonaideaqueenspermetidesenvoluparl’algorismedirectament,o bé,
proporcionarun algorismecorrectesensefixar-nosgairea l’eficiència i desprèsmirar detrobar
milloresqueensportin a unasolucióeficient,a basedeeliminarcàlculsinnecessaris.A la resta
delsapuntsmostraremalgunestécniquespera la segonaopció.



Capítol 8

Millor esd’eficiènciad’algorismesrecursius

Partiremd’algorismesrecursiuscorrectesi naturals,i miremd’identificar i estalviarelscàlculs
innecessaris.L’einabàsicaperfer aixòésla immersió.Enocasions,afegiremnovesdadesambla
intenciódemoureinformacióentreunacridarecursiva i la següent,demaneraqueaquestase’n
puguiaprofitari nohagidetornaracalcular-la. D’això se’ndiu immersiód’eficiènciaperdades.
D’altres ocasionsel quefem ésobtenir informacióprocedentde la següentcrida recursiva per
estaviar-nosinstruccionsa l’actual. D’això se’ndiu immersió d’eficiènciaper resultats. També
pothaver-hi combinacionsdelesdues.

8.1 NúmerosdeFibonacci

La successiódeFibonacciésmolt coneguda.Esdefineixaixí

fib
�
0��� 0

fib
�
1��� 1

fib
�
n��� fib

�
n � 1��� fib

�
n � 2� , si n 	 1

D’aquestadefinicióesderiva unafunció recursiva molt simplepercalcularl’ n-èssimterme
de la successió.Definim el resultatcoma int , peròdonadala granrapidesadel creixementde
fib, si volemcalculartermessuperiorsal 45éhauremdefer servirdouble .

int fib (int n){
/* Pre: n és un enter >=0 */
/* Post: el resultat és el terme n-èssim de la successió de Fibonnaci */

int res;
if (n<2) res = n;
else res=fib(n-1)+fib(n-2 );
return res;

}

Esveuclaramentquepervalorsn suficientmentgransla repeticiódecàlculsinnecessarisés
enorme.Perexemple,si n � 20, cridemla funció duesvegades:fib

�
19� i fib

�
18� . En executar
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8 CAPÍTOL 8. MILLORES D’EFICIÈNCIA D’ALGORISMES RECURSIUS

la cridaamb19, obtenimduesnovescridesfib 
 18� i fib 
 17� . La primeraja s’ha fet abansi no
s’hauriaderepetir. Si continuemdesplegantlescrides,ensentrobemtresamb17,cincamb16,
vuit amb15,etc.

El que podemfer és una immersióper resultatsque retorni dos valors consecutiusde la
successió.D’aquestamanera,a cadacridaaprofitaremelselementsretornatsdesde la següent
perobtenir-neelsnous.

pair<int,int> fib_ef (int n) {
/* Pre: n és un enter >0 */
/* Post: el primer component del resultat és fib(n); el segon és fib(n-1) */

pair<int, int> y;
if (n==1) {y.first=1; y.second=0;}
else {

y = fib_ef(n-1);
/* HI: y.first és fib(n-1); y.second és fib(n-2) */
int aux;
aux=y.first;
y.first=y.first+y .se con d;
y.second=aux;

}
return y;

}

Noteuqueperobtenirfib 
 0� s’hadecridaraquestafuncióambn � 1, o bécalcular-hoapart,
ja quela cridaambn � 0 no ésvàlida. Al segoncas,la funció completaquedariaaixí, ambla
cridaa la immersió.

int fib (int n)
/* Pre: n>=0 */
/* Post: el resultat és el terme n-èssim de la successió de Fibonnaci */
{

int res;
pair<int, int> res2;
if (n==0) res=0;
else {

res2=fib_ef(n);
res=res2.first;

}
return res;

}

Fixeu-vos tambéquesi definim la immersiópassantper referènciaels dosvalorsobtinguts
de la successió,encaratenim unaimmersióper resultats,donatqueaquestsparàmetresnomés
s’aprofitendesprèsdela crida.Completeuaquestaversiócomaexercici.

Permesurarl’eficiència de les duesversions,fixem-nosque,per calcularfib 
 n� , la segona
produeixn cridesi a cadacridas’aplicaun nombreconstantd’operacions,llavorséslineal. El
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càlcul de la primeraésméscomplicat,peròespot demostrarper inducció queel nombrede
cridesqueprodueixésaproximadamentl’  n � 1� -èssimnúmerodeFibonacci,cadascunad’elles,
això sí, amb un nombreconstantd’instruccionsa cadacrida. Com que se sapque fib  n� és
proporcionalacertaconstantmésgranque1 elevadaan, ensquedaunalgorismeexponencial.

Mirem arad’obtenir unasolucióalternativa ambimmersiód’eficiènciaper dades.La idea
hadeseranarfentcàlculs(útils) i passar-loscomaparàmetresa lessegüentescridesrecursives.
En aquestcas,podemmantenirdosvalorsconsecutiusdefib i actualitzar-los fins arribaral que
volem.Persaberquanhemdepararnecessitemun paràmetremés.

int fib_ef_param(int n, int i, int f1, int f2)
/* Pre: 0<i<=n, f1=fib(i-1), f2=fib(i) */
/* Post: el resultat és el terme n-èssim de la successió de Fibonnaci */
{

int f;
if (i==n) f=f2;
else f=fib_ef_param(n,i+1 ,f 2,f 1+f 2); {HI: Post}
return f;

}

La clauperentendreperquèaquestafunció éscorrectaésquequalsevol cridarecursivaamb
qualsevol tripleta <i,f1,f2> quecompleixi la precondicióensportaa la postcondició,ja que
el quetenim de fet esun casde recursivitat final ambpostcondicióconstant.Com a exercici,
obteniula versióiterativaqueesderivad’aquesta.

Amb aquestasolució,fib  0� s’hadecalculara part. La funció completaquedariaaixí, amb
la cridaa la immersió.

int fib (int n)
/* Pre: n>=0 */
/* Post: el resultat és el terme n-èssim de la successió de Fibonnaci */
{

int res;
if (n==0) res=0;
else res=fib_ef_param (n,1,0,1);
return res;

}

Quanta eficiència,novamentaquestaversiórequereixn cridesper calcularfib  n� i a cada
cridas’aplicaunnombreconstantd’operacions,llavorséslineal.

8.2 Elementdominador mésalt d’una pila denaturals

Diem queun elementd’una pila denúmerosésdominadorsi ésmesgrano igual quela suma
delselementsmésantics(visualment,elsquesesituenmésabaix)queell. Donadaunapila no
buidadenaturals,volemobtenirel seuelementdominadormésrecento, equivalentment,mésalt.
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Noteuque,pel fet quela pila siguidenaturals,comamínimtindràundominador, queseràel seu
elementmésbaix(ésadir, el mésantic),si apliquemcomaconveniquela sumadezeronúmeros
és0. Amb totaaquestainformacióobtenimun algorismemolt bàsicperal nostreobjectiu.

int suma(stack<int> p)
/* Pre: p=P */
/* Post: el resultat és la suma dels elements de P */
{

int s=0;
/* Inv: s és la suma dels elements de la part tractada de P,

p és la part no tractada de P */
while (not p.empty()){

s+=p.top();
p.pop();

}
return s;

}

int dom(stack<int> & p)
/* Pre: p=P, p no és buida i està formada per naturals */
/* Post: El resultat és el dominador més alt de P */
{

int res=p.top();
p.pop();
if (not p.empty()){

if (res<suma(p)) res=dom(p);
/* HI: res és el dominador més alt de P sense el cim */

}
return res;

}

Comproveuquesotalescondicionsdel segon if , escompleixqueHI � Post , ja ques’ha
descartatqueel cim original siguidominador.

El problemaésqueaquestalgorismecalculamoltessumesrepetides.A la primeracridase
sumenels elementsde tota la pila excepteel cim. A la segona,es tornena sumarels matei-
xoselements,tret del segoncim, i així successivament.El nombretotal desumesésquadràtic
respectea la midadela pila original.

Perobtenirunaalgorismeméseficient,mirem de fer cadasumaunasolavegada. Per fer
això,apliquemunaimmersióderesultatsqueretorninonomésl’elementdominadorsinòtambé
la sumade la pila. Així, enunacridanoméshauremdesumarun elementa la sumaretornada
perl’anterior.

pair<int,int> dom_ef(stack<int>& p)
/* Pre: p=P, p no és buida i està formada per naturals */
/* Post: El resultat conté el dominador més alt de P i la suma */
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{
pair<int,int> res;
res.first=res.secon d=p.to p( );
p.pop();
if (not p.empty()){

pair<int,int> aux = dom_ef(p);
/* HI: aux conté el dominador més alt de P menys el cim i la suma */
if (res.first<aux.secon d) res.first=aux.first ;
res.second+=aux.s eco nd;

}
return res;

}

Clarament,el procésgeneratantescridescom l’altura de la pila i a cadacrida s’efectuaun
nombreconstantd’instruccionsbàsiques,pertantl’algorismeéslineal.

Tambéespotaconseguir unalgorismelinealambunaimmersióperdades,si abansdecomen-
çarel càlculdisponemdela sumadela pila. El nombred’instruccionsseguiràsentproporcional
a l’altura dela pila, peròel resultatno éstansatisfactori,ja ques’hadecomençarperobtenirla
sumatotal dela pila.

int dom_ef_param(stac k<i nt> & p, int& s)
/* Pre: p=P, p no és buida i està formada per naturals;

s es la suma de P menys el cim */
/* Post: El resultat és el dominador més alt de P */
{

int res;
res=p.top();
if (res<s) {

p.pop();
if (not p.empty()){

s-=p.top();
res = dom_ef_param(p,s) ;
/* HI: res és el dominador més alt de P menys el cim */

}
}
return res;

}

Coma lesanteriorsimmersionsperdades,el puntcrític ésgarantirqueelsparàmetresdela
cridarecursiva compleixenla precondició.Peraixò, si traiemel cim de P, hemderestara s el
següentcim.

La funció completaqueda

int dom_ef2(stack<int > & p)
/* Pre: p=P, p no és buida i està formada per naturals */
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/* Post: El resultat és el dominador més alt de P */
{

int s=suma(p)-p.top();
res=dom_ef_param(p, s);
return res;

}

8.3 Arbr ebinari balancejat

Un arbrebinari esdiu balancejatsi ésbuit o bé si els seusdosfills sónbalancejatsi el valor
absolutde la diferènciade lessevesalturesno ésmésgranque1. A partir d’aquestadefinició,
derivemun algorismemolt senzillperò,comveurem,molt ineficient.

int altura(Arbre<int> & a)
/* Pre: a=A */
/* Post: El resultat és la longitud del camí més llarg de l’arrel a una fulla d’A */
{

int alt;
if (a.es_buit()) alt= 0;
else{

Arbre<int> a1;
Arbre<int> a2;
a.fills(a1,a2);
int y=altura(a1);
int z=altura(a2);
/* HI: y és la longitud del camí més llarg de l’arrel a una fulla del f.e. d’A,

z és la longitud del camí més llarg de l’arrel a una fulla del f.d. d’A */
alt= max(y,z)+1;

}
return alt;

}

bool balancejat(Arbre<in t>& a)
/* Pre: a=A */
/* Post: el resultat indica si A és balancejat */
{

bool bal;
if (a.es_buit()) bal=true;
else{

Arbre<int> a1;
Arbre<int> a2;
a.fills(a1,a2);
Arbre<int> b1=a1;
Arbre<int> b2=a2;
int y=altura(b1);
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int z=altura(b2);
if (abs(y-z)>1) bal=false;
else {

bal=balancejat(a1) ;
/* HI1: bal indica si el fill esq d’A és balancejat */
if (bal) bal=balancejat(a2 );

/* HI2: bal indica si el fill dret d’A és balancejat */
}

}
return bal;

}

Noteuquementreno arribemal casdirecte,a cadacrida a balancejat escrida la funció
altura duesvegadesi, al pitjor delscasos,tambéescridala funció balancejat duesvegades.
Si tenimunarbreoriginala suficientmentgrani desenvolupemla seqüènciadecridesaaltura i
a balancejat , veuremquel’altura del fill esquerredel fill esquerred’a escalculaduesvegades
(unacoma partde l’altura del fill esquerred’a i altracoma partde la cridaa balancejat del
fill esquerred’a. El mateixpassaambels restantstresfills delsfills d’a. A la següentcrida
a balancejat , comprovaremqueper a cadaun delscorresponentsfills l’altura escalculatres
vegades,a la següentquatrevegades,etc. Es pot demostrarper inducció que, pel caspitjor,
aquestprocésprodueixun nombrequadràticdecridesi pertantd’instruccionstotals.

Perestalviarelscàlculsinnecessarisfaremunaimmersióper resultats,de formaquela ma-
teixa funció ensretorni el booleàqueindicasi l’arbre ésbalancejati la seva altura. D’aquesta
manera,aprofiteml’altura delssubarbrespersabersi l’arbreoriginal ésbalancejat.

pair<bool,int> ebalancejat(Arbre <in t>& a)
/* Pre: a=A */
/* Post: el resultat conté si l’arbre A es balancejat i l’altura */
{

pair<bool,int> res;
if (a.es_buit()) res=make_pair(true, 0) ;
else{

Arbre<int> a1;
Arbre<int> a2;
a.fills(a1,a2);
pair<bool,int> ba1=ebalancejat(a1) ;
/* HI1: el resultat conté si el fill esq d’A es balancejat i l’altura */
pair<bool,int> ba2=ebalancejat(a2) ;
/* HI2: el resultat conté si el fill dret d’A es balancejat i l’altura */
res= make_pair(abs(ba1. se con d-b a2. se con d)< =1 and ba1.first and ba2.first,

max(ba1.second,ba2. se con d)+ 1);
}
return res;

}
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Ara éssenzillconclourequeel nombredecridesésmenoro igualquela midadel’arbrei com
queacadacridas’executaun nombreconstantd’instruccionsbàsiques,l’algorismeéslineal.



Capítol 9

Millor esd’eficiènciad’algorismesiteratius

Comabans,partiremd’algorismesiteratiuscorrectesi naturals,i miremd’identificar i estalviar
elscàlculsinnecessaris.Aquestcop,l’estratègiaconsistiràenfer servirel resultatdecadavolta
del buclecorresponentperminimitzarel costdel càlculdela següent.Perfer això, introduirem
variableslocals. És molt importantqueel valor d’aquestesvariablesconstia l’invariantde la
novaversió;així sabremexactamentcominicialitzar-lesi actualitzar-les.

9.1 Desenvolupamentde Taylor de la funció ex

Recordemqueel desenvolupamentensèriedeTaylor d’unafunció f � x� al punta esla suma

f � x��� f � a��� f � � a� � x � a�
1!

� f � � � a� � x � a� 2
2!

��� � � � f n � a� � x � a� n
n!

��� � �
Volemun programaquecalculi demaneraeficientl’exponencialex, fent servirel seudesen-

volupamentdeTaylor al puntzerofins al termen-èssim,ésadir,

ex � 1 � x � x2

2!
��� � � � xn

n!
La primeraideaésiterarla sumatermeatermesenseaprofitarelstermesanteriors.Femaixò

amblesfuncionsauxiliarspot i fact .

double pot (double a, int b)
/* Pre: a>0; b>=0 */
/* Post: el resultat és a^b */
{

double p=1;
while (b>0) {

p*=a;
--b;

}
return p;

15
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}

int fact(int n)
/* Pre: n>=0 */
/* Post: El resultat és n! */
{

int f = 1;
while (n>0){

f*=n;
--n;

}
return f;

}

double taylor_exp(double x, int n)
/* Pre: n>=0 */
/* Post: el resultat és la suma fins n de la sèrie de Taylor per a e^x */
{

if (x==0) return 1;
// x!=0
double t=1;
int i=1;
// Inv: t és la suma fins i-1 de la sèrie de Taylor per a e^x
while (i<=n) {

t+=pot(x,i)/fact( i);
++i;

}
return t;

}

Podemveurequecadacridaa taylor_exp(x,n) generaun nombredeproductesquadràtic
respectea n.

Clarament,noésnecessarifer cadavegadatotselsproductesdela potènciai el factorial.In-
troduïmduesvariablesnovesquecontinguinelsvalorscorresponents.Noméshemd’inicialitzar-
lesi actualitzar-lesacadavolta del while .

double taylor_exp_ef1(doubl e x, int n)
/* Pre: n>=0 */
/* Post: retorna la suma fins n de la sèrie de Taylor per a e^x */
{

if (x==0) return 1;
double t=1;
int f=1;
double p=1;
int i=1;
// Inv: t és la suma fins i-1 de la sèrie de Taylor per a e^x
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// p = x^(i-1); f=(i-1)!;
while (i<=n){

p*=x; //p=x^i
f*=i; //f=i!
t+=p/f;
++i;

}
return t;

}

Amb això,el nombredeproductes(i, defet, d’operacionsentotal)passaaserlineal respecte
a n. Fins i tot, podemestalviaruna de les variablesauxiliars, mantenint-nenomésuna que
continguiel noutermedecadaiteració.A més,d’aquestamanerabaixemlaprobabilitatd’obtenir
númerosmassagransperpoder-serepresentarambdouble .

double taylor_exp_ef2(doubl e x, int n)
/* Pre: n>=0 */
/* Post: retorna la suma fins n de la sèrie de Taylor per a e^x */
{

if (x==0) return 1;
double t=1;
double pf=1;
int i=1;
// Inv: t és la suma fins i-1 de la sèrie de Taylor per a e^x
// pf = x^(i-1)/(i-1)!;
while (i<=n){

pf*=x; //pf = x^i/(i-1)!
pf/=i; //pf=x^i/i!
t+=pf;
++i;

}
return t;

}

9.2 Elementdominador mésavançatd’una llista de naturals

Diem queun elementd’unallista denúmerosésdominadorsi ésmesgrano igual quela suma
delselementsanteriors(elsquesesituenmésapropdelseubegin ) queell. Donadaunallista no
buidadenaturals,volemobtenirel seuelementdominadormésavançat,ésadir, el mésallunyat
del begin . Noteuque,pel fet quela llista sigui denaturals,coma mínim tindràun dominador,
queseràel begin ), si apliquemcoma conveniquela sumadezeronúmerosés0.

Amb tota aquestainformacióobtenimun algorismemolt bàsicper al nostreobjectiu,amb
l’ajuda d’una operacióauxiliar quecalculala sumadelsanteriorsa un elementdonaty quees
cridaperacadaelementdela llista.
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int suma(const list<int>& L, list<int>::const_ite ra tor it)
/* Pre: cert */
/* Post: El resultat és la suma dels elements d’L des del begin fins

a l’anterior al referenciat per it */
{

int s=0;
for(list<int>::cons t_i ter at or it2= L.begin();it2 != it; ++it2)

s+=(*it2);
return s;

}

int dom(const list<int>& L)
/* Pre: L no és buida i està formada per naturals */
/* Post: El resultat és el dominador més avancat de L */
{

list<int>::const_it era tor it= L.begin();
int s=(*it);
++it;
// Inv: s és l’element dominador més avançat de L fins l’anterior a it
while (it != L.end()){

if (suma(L,it)<=(*it)) s=(*it);
++it;

}
return s;

}

Podemveureque cadacrida a dom(L) generaun nombrede sumesquadràticrespecteal
nombred’elementsd’L.

Clarament,noésnecessarifer cadavegadatoteslessumesdelselementsanteriorsalsvisitats.
Introduïm una variablenova que contingui la sumanecessàriaa cadamoment. Noméshem
d’inicialitzar-la i actualitzar-la acadavoltadel while .

int dom_ef(const list<int>& L)
/* Pre: L no és buida i està formada per naturals */
/* Post: El resultat és el dominador més avancat de L */
{

list<int>::const_it era tor it= L.begin();
int s,aux;
s=aux=(*it);
++it;
// Inv: s és l’element dominador més avançat d’L fins l’anterior a it;
// aux és la suma dels elements d’L fins l’anterior a it
while (it != L.end()){

if (aux<=(*it)) s=(*it);
aux+=(*it);
++it;
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}
return s;

}

Amb això,el nombredesumes(i, defet, d’operacionsentotal) passaa serlineal respecteal
nombred’elementsd’L.

9.3 Vector mitjanament ordenat

Diem queun vectord’entersésmitjanamentordenatsi cadaelement,tret del primer, ésmés
grano igual que la mitja dels anteriors. Donat un vectorno buit d’enters,volem sabersi és
mitjanamentordenat.

Apliquem un esquemade cerca. El primer algorismequeproposemfa servir unaoperació
auxiliar quecalculala sumadelsanteriorsa un elementdonaty queescridapera cadaelement
del vector, donantlloc a uncostquadràtic.

int suma(const vector<int> &v, int i)
/* Pre; i>=0 */
/* Post: El resultat és la suma de v[0..i-1] */
{

int s=0;
for (int j=0; j<i;++j)

s+=v[j];
return s;

}

bool mitjord(const vector<int> &v)
/* Pre: v.size()> 0 */
/* Post: El resultat indica si v está mitjanament ordenat */
{

int i=1;
bool b=true;
//Inv: v[0..i-1] está mitjanament ordenat;
// si not b llavors v[0..i] no está mitjanament ordenat
while (i<v.size() and b)

if (v[i]<double(suma(v, i) )/i ) b=false;
else ++i;

return b;
}

Com als exemplesanteriors,evitem fer cadavegadatotesles sumesdelselementsanteri-
orsals visitats. Introduïmunavariablenova quecontinguila sumanecessàriaa cadamoment.
Noméshemd’inicialitzar-la i actualitzar-la acadavoltadel while .
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bool mitjord_ef(const vector<int> &v){
/* Pre: v.size()> 0 */
/* Post: El resultat indica si v está mitjanament ordenat */

int i=1;
bool b=true;
int s=v[0];
//Inv: v[0..i-1] està mitjanament ordenat;
// si not b llavors v[0..i] no està mitjanament ordenat;
// s= suma v[0..i-1]; 1<=i; i<=v.size();
while (i<v.size() and b)

if (v[i]<double(s)/i) b=false;
else {

s+=v[i];
++i;

}
return b;

}

Amb això,el nombredesumes(i, defet, d’operacionsentotal) passaa serlineal respecteal
nombred’elementsd’v .



Ineficiènciaper còpiesinnecessàries
d’objectes

Retomeml’exemplede recorregut enampladad’un arbrebinari, vist al capítol“Estructuresde
dadesarborescents”,per analitzarel seucostambles einesd’aquestcapítol. Encaraquefem
servir la versióiterativa, tot el queexplicaremtambéespotaplicara la versiórecursiva.

void nivells(Arbre<int> &a, list<int> & l)
/* Pre: a=A, l és buida */
/* Post: l conté els nodes d’A en ordre creixent respecte al nivell

al qual es troben, i els de cada nivell en ordre d’esquerra a dreta */
{

if(not a.es_buit()){
queue <Arbre<int> > c;
int node;
c.push(a);
while(not c.empty()){

a=c.front();
node=a.arrel();
l.insert(l.end(),n ode);
Arbre<int> a1;
Arbre<int> a2;
a.fills(a1,a2);
if (not a1.es_buit()) c.push(a1);
if (not a2.es_buit()) c.push(a2);
c.pop();

}
}

}

Al seumomentvam dir queaquestalgorismeno ésgaireeficientperquècadavegadaque
crideml’operaciófront de la cuaesfa unacòpiade l’arbre obtingut,ja quel’assignacióde la
classeArbre té aquestefecte.De la mateixamanera,cadavegadaqueafegim un arbrea la cua
ambl’operaciópush tambése’nfaunacòpia.

Podemmesurarel costdel recorregutdela següentmanera.A cadavoltaesvisitaunelement
del’arbre i s’executaunnombreconstantd’operacions.Si el costdecadaunad’aquestesopera-
cionsfostambéconstant,l’algorismecompletserialineal. Comja hemdit, aixònoésaixí perque
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la còpiad’arbresno ésconstant,sinólineal. Pertant,perobtenirel costrealdel’algorismehem
detenir encompteaquestescòpies.Comquediferentsarbrespodendonarlloc a diferentsdes-
composicionsensubarbres,no éssenzillsumarprogressivamentel costde lesdiferentscòpies;
encomptesd’això, calcularemel nombretotaldevegadesqueelsnodesdel’arbresóncopiatsal
llarg del tot el procés.

Sabemquetotselssubarbresno buits del’arbre original vanpassantperla cua,ésa dir, són
paràmetresdel’operaciópush i sónretornatsper l’operaciófront . El nombredesubarbresno
buits coincideixambel nombred’elementsde l’arbre, peròresultaquecadaelementapareixa
tantssubarbrescoma la profunditata la queestrobamés1 (l’arrel de l’arbre nomésapareixa
un subarbre,lessegüentsarrelsapareixena dossubarbres,etc.) Pertant,cadaelementescopiat
a tantspush i front comla seva profunditatmés1. Si sumemaquestaquantitatal llarg detots
elselementsdel’arbre, tindremel costdel’algorisme.

El problema,ara,ésquediferentsarbrespodendonarlloc a diferentssumes.Recordemque
hemdit al principi queensconformemambel costal caspitjor, pertantunabonaestratègiaserà
trobarunafita superiorpel cost i desprésveurequehi ha casoson s’assoleixla fita i aquests
determinaranel costal caspitjor.

Donatquela profunditatd’un nodemaisuperala midadel’arbre,si sumemaquestesprofun-
ditatsal llarg detotselselementsdel’arbre,el resultatéscoma moltquadràtic.Si a ésun arbre
demidan podemafitarla sumadeprofunditatsaixí

∑
x� a

1 � prof d’x ena � n � ∑
x� a

prof d’x ena � n � ∑
x� a

n � n � n2

A més,fixeu-vos,queperaqualsevol midahi haarbres,comperexempleelsarbres“lineals”
enquètotselsnodes(menys l’últim) tenenexactamentunsubarbrebuit. La sumaenqüestióper
a un arbred’aquestsdemidan seria1 � 2 � 3 ��� � � � n � n � n 1!

2 . Pertantel costal caspitjor és
quadràtic.

Podríemhaver aplicat l’estratègiaen sentit invers: primer determinarqueper a tot n hi ha
arbresdemidan ambunasumadeprofunditatsn � n 1!

2 , quepermetriaafirmarqueel costéscom
a mínimquadràtic,i desprésprovarqueno espotsuperaraquestcostambcaparbredemidan.

Un càlculsimilar s’aplicaa la versióineficientdel’algorismepersabersi un arbreésbalan-
cejat,vist mésamunt.

Perobtenirunaversiólineal hauríemd’aconseguir quetoteslesoperacionsdel bucle fossin
constants.Això espot fer ambunacuadepuntersaarbre,o béprogramantel recorregutdinsde
la classeArbre , cosesqueencarano estemencondicionsdefer, peròquesí podremintentaral
capítolsegüent.


