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Prefaci

Aquest document no pretén ser un llibre de programacid, tot i que no esta lluny de ser-ho. Aqui es
recullen els principals algorismes que s’imparteixen a les classes de teoria de I’assignatura d’Iniciacio
a la Programacio de la Facultat d’Informatica de Barcelona.

L’objectiu principal del curs és ensenyar a 1’alumne que la Programacié és una disciplina molt
relacionada amb la logica matematica en la que cada parell Especificacid/Programa, (E, P), pot ser
considerat com un teorema en el que s’ha de demostrar que P és correcte respecte a F.

Tot i que la verificacié formal no és ’objectiu d’un curs introductori a la programacié, es pretén
que l'estudiant sigui conscient que darrera de cada programa hi ha una formalitzacié que permet
demostrar la seva correctesa.

La induccié és 1’eina fonamental que s’utilitza durant el curs per raonar. Tant en el disseny
iteratiu com en el recursiu, la reduccié d’un problema a un altre més senzill és la base per derivar
programes correctes. En ambdds casos, es proposa una mecanica que permet sistematitzar el disseny
dels algorismes. D’aquesta manera, es pretén que l’estudiant redueixi el risc de proposar dissenys
incorrectes i tingui un mecanisme efica¢ per a respondre preguntes que sovint apareixen:

e Com haig d’inicialitzar les meves variables abans d’entrar en un bucle?
e Com sé si 'index no sortira fora dels limits de la taula?
e Com puc garantir que una funcié no generara un nombre infinit de crides recursives?

De vegades, la manera de respondre a aquestes preguntes és mitjancant el mecanisme de prova 1
error. Massa sovint, la manera de resoldre els problemes detectats durant ’execucié consisteix en
posar “pegots” al codi que solucionen localment els casos que ’algorisme no havia tractat correc-
tament. Moltes vegades aixd dona lloc a algorismes poc elegants, ineficients i dificils d’entendre,
tot 1 que aparentment funcionin correctament.

L’aplicacié sistematica de la induccié en la programacié és la base d’aquest curs. La inducci6 fa
que la correctesa dels algorismes sigui fruit d’un raonament i no pas d’un seguit de proves triades
més o menys a l'atzar. Al final del curs es pretén que I'alumne sapiga enfrontar-se a un problema
de programacié utilitzant les eines de raonament que s’han anat exercitant durant el curs, reduint
el risc d’error i derivant programes eficients i elegants a la vegada.
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Capitol 1

Semantica axiomatica

En aquest capitol es presenta la semantica axiomatica de les instruccions que es faran servir en els
algorismes d’aquest llibre. Els objectius que es pretenen assolir en aquest capitol sén:

e Donar una formalizacié de les instruccions del llenguatge algorismic.

e Demostrar que tot programa pot ser considerat com un objecte matematic sobre el que es
pot fer raonament formal.

Després de la presentacié dels axiomes i regles, es proposaran un exemples senzills amb els que es
fara raonament formal sobre la seva correctesa. No és ’objectiu d’aquesta assignatura arribar a la
demostracié de la correctesa dels algorismes prensentats, pero si fomentar el rigor en el raonament
dels mateixos. Aquest exemples han d’ajudar a fomentar-lo.

1.1 Axiomes i regles

A continuacié es presenten els axiomes i regles que formalitzen el comportament de les instruccions.
La composicié iterativa sera tractada amb molt més detall en el capitol 3 i, per aquesta rad, no
proposarem cap exemple sobre ella en aquest capitol.

Axioma de l’assignacié.
{Qz « E]} z:= E {Q}

Regla de la composicié seqiiencial.

{P} Si {R}, {R} S {Q}
{P} 81582 {Q}

Regles de la composicié condicional.

{P NB}S{Q}, P AN -B = @Q
{P} si B llavors S fsi {Q}

(P A B} S {Q}, {P A ~B} S, {Q}
{P} si B llavors S; sino S fsi {Q}
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Vi:1<i<n: {P AN =By A --- AN =B;_1 N B;} S; {Q},
{P N =By A --- N =Bp} Sp11 {Q}
{P} si B; llavors S; sinosi B; llavors S ...

. sinosi B, llavors S, sino S, 1 fsi {Q}

Regla de la composicié iterativa.

{I N B} S{I}
{I} mentre B fer S fmentre {I N -B}

Regla de conseqiiéncia.

P = P {P}S{Q},Q = Q
{P} S{Q}

1.2 Exemples

Si sabem que es compleix
{c és una lletra} S {z > 0}

llavors també és compleix:
e {c és una vocal} S {z > 0}
e {c és una lletra} S {z > 0}

e {c és una vocal} S {z > 0}

Exercici 1

Sabem que
{z >0} S{y >0}

Indicar per quins dels segiients predicats es pot garantir la seva certesa.

{zr >0} S {y>0} NO
{z=3}S{y=>0} SI
{zx >0 A z és parell} S {cert} ST
{x >0 A zés parell} S {y és parell} | NO
{z >0} S {y=3} NO
{z3 >0} S {y? > 0} ST
{z? >0} S {y* > 0} NO
{r>0} S{y=-3 v y>0} ST
{cert} S {y >0} NO
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Exercici 2

Donat el segiient fragment de codi,

{Pre: 7}
Yy :=2xx;
T :=y+6;
{Post: z =0}

trobar la precondicié més feble que el faci correcte.
Per a resoldre I'exercici es pot fer servir 'axioma de ’assignacié a partir de la postcondicié i

anant enrera.

{Pre: 2z+6=0}={z=-3}
Yy :=2%x;

{y+6=0}

T =19+ 6;

{Post: z =0}

Exercici 3

Donat el segiient fragment de codi,

trobar la precondicié més feble que el faci correcte. Es fa servir 'axioma de ’assignacié a partir de
la postcondicié i anant enrera.

{Pre: ((2z+6+z) div3) —z =2}
Yy :=2xx;
{(y+6+z)div3) —z =2}
z:=y+6;

{((z+z) div3) —z =2}

Yy =z+x;

{(y div3) —z =2}

z =y div 3;

{z—z=2}

{P'o_st: m’:2}

La precondicié obtinguda es pot simplificar de la seglient manera:
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{(2z+6+1z) div3) —z =2} =
{(3z +6) div3) —z =2} =
{z4+2—z=2} =

{2=2} =

{cert}

D’on es dedueix que la postcondicié £ = 2 es complira per a qualsevol precondicié.

1.3 Problemes
1.1 Determinar el resultat de les expressions numeriques segiients:

3+7div3x2—15 9—(86/4)*x3+4
32mod4+12—4x%3 42 div8—-3%x14+6

1.2 Si els valors de les variables a, b i ¢ sén, respectivament, fals, fals i cert, determinar el valor
de les expressions logiques segilients:

cAN-aVb —(aVb)Ac
aVbVce —aAN-bAc
1.3 Sim =5, n= -9, a = fals i b = cert, determinar el valor de les expressions segiients, o dir si

rovoquen alguna mena d’error.
1Y q

a) m>n b) mxm<nxkn

c) (m<n)#(aVbd) c) aVvVb<b

e) —(m >1div (10 +n)) f) —-m>1div (10 +n)
g) —(m>1div (94 n)) h) m=n=a=0»

i) m=(n=a)= j) m=n=(a=0)

1.4 Escriure expressions booleanes per a les segiients especificacions:

1. Donades dues parelles d’enters que representen el veértex superior esquerre i el vertex
inferior dret d’un rectangle amb costats parallels als eixos de coordenades, determinar
si un tercer punt (z,y) és dins del rectangle.

2. Determinar si un nombre positiu representa un any de traspas. Un any és de traspas
si és multiple de 4, excloent-ne els multiples de 100 que no ho sén de 400; 1964, 2004 i
2400 sén de traspas, perd 1977 i 2100 no.

3. Determinar si dos intervals tancats [a, b] i [¢, d] s’'intersequen. I si els intervals sén oberts?
4. Determinar si un natural n de com a molt quatre xifres és cap-i-cua.

5. Determinar si tres punts del pla de coordenades (a,b), (¢,d) i (e, f) sén damunt d’una
mateixa recta o no. Suposar que totes les coordenades sén enteres i fer servir només
operacions enteres.
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1.5 Donar especificacions informals i/o formals per als problemes segiients:

1.

Al

S

Donat un nombre enter z no negatiu que representa un periode de temps en segouns,
trobar ’equivalent en dies, hores, minuts i segons.

Donats dos enters positius a i b, calcular el maxim comu divisor.
Donats dos enters positius a i b, calcular el minim comu multiple.
Donat un natural n, determinar si és primer.

Donat un natural n, calcular el nombre primer més petit que sigui més gran o igual que
.

Ordenar tres nombres enters a, b i ¢ i deixar el seu valor a les variables p, s i t.

7. Donat el natural z, determinar quantes xifres té.



CAPITOL 1. SEMANTICA AXIOMATICA



Capitol 2

Assignacio i composicions sequencial i
condicional

En aquest capitol es presenten alguns algorismes que es poden resoldre inicament amb senténcies
d’assignacio, composicié seqiiencial i composicié condicional. Donada la seva senzillesa, s’intentara
demostrar la correctesa d’alguns d’ells.

2.1 Intercanvi de valors

Dissenyar un fragment de codi que intercanvii el valor de dues variables a i b de tipus T.

Especificacio
var a,b: T;
{Pre: a=A, b=DB}
{Post: a =B, b= A}
Solucié

Es fa servir una variable auxiliar per emmagatzemar un valor intermedi.

var auz: T;

aux = a;
a:=b;
b := auz;

Demostracié de correctesa

La correctesa es pot demostrar aplicant ’axioma de I’assignacié a partir de la postcondicié i anant
enrera cap a la precondicié.
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{b=B, a=A}
auz :=a; 7T
{b=B, auz = A}

a :=b; 0
{a =B, auz = A}
=gquz; T

{Post: a =B, b= A}

D’aqui es veu immediatament que la precondicié implica el predicat inicial obtingut (s6n equiv-
alents).
Encapsulament amb una accié

El fragment anterior es fa servir sovint en programacié. Es pot encapsular amb una accié de la
segiilent manera:

acci6 intercanvi (e/s a: T, e/s b: T)
{Pre: a=A, b=B}
{Post: a =B, b= A}

var auz: T;

auz = a; a := b; b := auz;
faccio

2.2 Descomposicié horaria

Dissenyar un fragment de codi tal que donat un natural n que representa un nombre de segons,
produeixi tres naturals h, m i s que representin el desglos de n en hores, minuts i segons.

Especificacié
var n,h, m, s: nat;
{Pre: —}
{Post: n = 3600h + 60m + s, 0 < m < 60, 0 <s <60}
Solucié
var t: nat;
s :=n mod 60;
t :=n div 60;
m =t mod 60;
h :=t div 60;

Demostracié de correctesa

La correctesa es pot demostrar aplicant l'axioma de 1’assignacié a partir de la postcondicio.
Comencem per les dues darreres instruccions:
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{n = 3600(t div 60) + 60(t mod 60) + s, 0 < (t mod 60) < 60, 0 < s < 60}

m := t mod 60; 0
{n = 3600(¢ div 60) + 60m + s, 0 <m < 60, 0 < s < 60}
=t div 60; T

{Post: n =3600h + 60m + s, 0 <m < 60, 0 <s <60}

El predicat obtingut es pot simplificar. En primer lloc,
0 < (¢ mod 60) < 60 = cert
donat que l'operacié modul compleix aquesta propietat. Per una altra part tenim
3600(¢ div 60) = 60 - 60 - (¢ div 60) = 60(¢ — ¢ mod 60)

i aixi ens queda
n = 60(t — ¢t mod 60 + ¢ mod 60) + s = 60t + s
amb el predicat
n=60t+s, 0<s<60

Ara apliquem l'axioma de I’assignacié per a la segiient instruccié:

{n =60(n div 60) +s, 0 < s < 60}
t :=n div 60; 0
{n=60t+s, 0 <s <60}

i de nou podem simplificar fent la substitucié:

60(n div 60) = n —n mod 60

i ens queda
n=n—nmod 60+ s, 0 <s <60

0 també
s =mn mod 60, 0 < s < 60

on veiem que el segon predicat és redundant donat que el primer ja I'implica. I aixi queda
s =n mod 60

Finalment apliquem ’axioma de ’assignaci6 a la darrera instruccié:

{n mod 60 = n mod 60}
s :=n mod 60; 0
{s =n mod 60 + s}

El predicat obtingut és equivalent, igual que la precondicié del problema. Per tant, queda
demostrada la correctesa de I’intercanvi de valors.

2.3 Valor absolut

Dissenyar un fragment de codi que calculi el valor absolut d’un nombre enter.
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Especificacio
var xz, abs: enter;
{Pre: —}
{Post: abs = |z|}
Solucié

si z > 0 llavors abs := x; sino abs := -x; fsi;

Demostracié de correctesa

Cal aplicar la regla de la composicié condicional. Aixé comporta demostrar dues coses:
a) {Pre A z >0} abs := z {Post}
b) {Pre A z <0} abs := —x {Post}

Demostrarem només la primera, donat que la segona és molt semblant. Cal demostrar

{Pre A z >0}
abs := x;

{abs = |z[}

Aplicant I'axioma, de ’assignacié a partir de la postcondicié s’obté

{z = |z}
abs := x;

{abs = |z|}

i d’aqui es demostra la correctesa aplicant la regla de la conseqiiéncia donat que la precondicié de
’assignacié implica el predicat obtingut!:

x>0 = z=|z|

Encapsulament en una funcié

El calcul del valor absolut s’utilitza sovint en programacié. Es pot encapsular en una funcié tal
com es mostra a continuacio:

funcié abs (z: enter) retorna a: enter

{Pre: —}

{Post: a = |z|}
si z > 0 llavors a := x; sino a := -x; fsi;
retorna a;

ffuncio

'Cal notar que (Pre A z > 0) és equivalent a (z > 0).
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2.4 Maxim de dos nombres

Dissenyar un fragment de codi que calculi el maxim de dos nombre enters.

Especificacié
var a,b,m: enter;
{Pre: —}
{Post: m = max(a,b)}
Solucié

si a > b llavors m := a; sino m := b; fsi;

Demostracio de correctesa

Cal aplicar la regla de la composicié condicional. Aixé comporta demostrar dues coses:
a) {Pre A a>b} m :=a {Post}
b) {Pre A a <b} m :=0b {Post}

Demostrarem només la primera, donat que la segona és molt semblant. Cal demostrar

{Pre A a > b}
m = a;

{m = max(a,b)}

Aplicant I'axioma de ’assignacié a partir de la postcondicié s’obté

{a = max(a,b)}
m:=a; 7T
{m = max(a, b)}

i d’aqui es demostra la correctesa aplicant la regla de la conseqiiéncia donat que la precondicié de
I’assignaci6 implica el predicat obtingut:

a>b = a=max(a,b)

Encapsulament en una funcié

El calcul del maxim de dos nombres es pot encapsular en una funcié tal com es mostra a continuacié:

funcié maxim (a: enter, b: enter) retorna m: enter
{Pre: —}
{Post: m = max(a,b)}
si a > b llavors m := a; sino m := b; fsi;
retorna m;
ffuncio
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2.5 Ordenacid de tres nombres

Dissenyar un fragment de codi que ordeni tres nombres enters a, b i ¢, i els assigni a les variables
p, s 1t (primer, segon i tercer, en ordre creixent).

Especificacio

var a,b,c,p, s, t: enter;

{Pre: cert}

{Post: (p,s,t) és una permutacié de (a,b,c), p < s <t}
Solucié

Fem servir ’accié intercanvi presentada a la pagina 8.

p:=a;s:=bt:=c;
si p > s llavors intercanvi(p,s); fsi;
si s >t llavors
intercanvi(s,t);
si p > s llavors intercanvi(p,s); fsi;
fsi;

Es deixa al lector la demostracié de la correctesa d’aquest algorisme.

Solucid sense senténcies condicionals

La segiient solucié només utilitza assignacions, operacions de suma, i resta i crides a la funcié mazim
presentada a la pagina 11. No utilitza cap senténcia condicional, a excepcié de la que conté la funcié
maxim.

p := —maxim(—a,maxim(—b,—c)); {Una manera de calcular el minim}
t := maxim(a,maxim(b,c));
s :=a+ b+ c— p—t; {Una manera de calcular ’element restant}

2.6 Problemes

2.1 Dissenyar un algorisme que, donat un nombre enter z no negatiu que representa un periode
de temps en segons, calculi '’equivalent en dies, hores, minuts i segons.

2.2 Dissenyar un algorisme que calculi el valor absolut de la diferéncia de dos nombres enters
donats.

2.3 Dissenyar un algorisme que, donada una expressié horaria en el format (hores, minuts i
segons), hi afegeixi un segon i retorni el resultat en el mateix format.

2.4 Dissenyar un algorisme que, donada una quantitat en pessetes, la descompongui en un nombre
minim de monedes de cinc-centes, cent, vint-i-cinc, cinc i una peseta.
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2.5 Dissenyar un algorisme que, donat un nombre natural més petit que 128, ens doni la seva
representacio en binari. Cal tenir en compte que la representacié binaria no tindra més de 7
digits.
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Capitol 3

Disseny inductiu

3.1 Introduccio

Aquest capitol presenta una metodologia per a dissenyar programes recursius i iteratius. En les
dues seccions que segueixen, es mostren de forma independent el disseny recursiu i 'iteratiu, amb
el raonament inductiu com a factor comi.

L’estil d’ambdues parts és lleugerament diferent, pero l'objectiu és el mateix: usar la in-
duccié en el disseny. A més, en ambdds casos es presenten aquells aspectes que l’estudiant ha
de raonar/justificar en la seva solucié, i com aquest raonament ’ajuda en el disseny. Aquests
apartats venen marcats per la semantica (axiomatica) del llenguatge.

3.2 Disseny recursiu

Per simplificar, podem dir que un programa recursiu és senzillament un condicional amb una crida
a funcié. L’unica particularitat és que la funcié cridada és la que estem dissenyant. L’estructura
de una solucié recursiva té sempre tres apartats:

1. Casos senzills. Detectar un o més casos senzills (no recursius) i resoldre’ls.
2. Casos recursius. Considerar els casos recursius i resoldre’ls (usant induccid).

3. Acabament. Raonar sobre ’acabament del programa recursiu, és a dir, indicar que es va fent
més petit en cada crida recursiva. Si no és massa complicat, es pot usar (informalment) el
concepte de funcié de fita.

Aquests tres apartats estan tots relacionats entre si. En molts casos, pensarem primer el/s
cas/os recursiu/s i després els senzills, encara que finalment en la solucié posem primer els casos
senzills. Per altra banda, normalment, quan decidim quina crida recursiva fem, ja tenim al cap que
és el que decreix.

De tota manera, és important explicitar aquests tres apartats per que indiquen que s’ha de
comprovar/raonar en un programa recursiu.

3.2.1 Exemple: poténcia

Veguem un classic primer exemple de problema senzill amb la seva solucié raonada informalment.
L’exemple a tractar és el de calcular la poténcia de dos naturals mitjancant productes. Considerem
la seglient especificacié.

15
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funcié pot ( a,b : nat) retorna p : nat
{Pre: a >0}
{Post: p=ab}

1. Cas senzill. Agafem b= 0. En aquest cas tenim que a® és 1.

2. Cas recursiu. Considerem com a cas recursiu el cas complementari, és a dir, b > 0. Aixi
tenim:

funcié pot (a,b : nat) retorna p : nat
{Pre: a>0}
{Post: p = a®}
si b= 0 llavors p := 1;
sino 7?7
fsi;
retorna p;
ffuncioé

Pensem ara una crida recursiva, amb parametres que satisfacin la precondicié (en aquest cas
particular no cal satisfer res), que siguin correctes (com a expressié del tipus requerit) i que
ens facin decréixer algun parametre (per a garantir acabament). Un candidat evident és:
p := pot(a,b—1). En aquest cas, com b > 0 tenim que b — 1 és un natural, i el decreixement
el tenim en el segon parametre. Aixi doncs, per induccié, després de la crida recursiva tenim
que

p=a
i per tant, per obtenir ab, el que ens queda per fer és multiplicar p per a.
El raonament podria ser el segiient:

Fem la crida recursiva p := pot(a,b — 1), que té parametres correctes, ja que b > 0
(i satisfa la precondicid).

b—

Després de la crida (per inducci6) tenim p = a®~! i per tant, el que ens queda per

fer és multiplicar p per a.

La solucié final queda aixi.

funcié pot (a,b : nat) retorna p : nat
{Pre: a>0}
{Post: p = a®}

si b=0 llavors p := 1;

sino
p := pot (a,b—1);
{p=a""}
p:=pxa;

fsi;

retorna p;

ffuncio
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3. Acabament. Com ja hem dit, decreix el segon parametre b.

3.2.2 Exemple: suma de digits

17

El problema és, donat un nimero natural, retornar la suma dels seus digits. L’especificacié és

{Pre: —}

funcié sumadigits (n : nat) retorna s: nat

{Post: s = “suma dels digits d’n representat en base 10"}

En aquest cas, per trobar la solucié és millor pensar primer el cas recursiu.

Per aixo0 re-

sulta molt util fer-se una representacié grafica del problema. Considerem que n té com a digits

Gmbm-—1 - - - @109, aixi el que volem aconseguir és
A + Q-1+ ...+ a1 +ag
Aix0 ens fa pensar en una possible crida recursiva:

Qm + Qm—1 + ...+ a1 +ag

~

que ens permetria obtenir la suma dels digits a,,am—1 ... a1. Es facil veure que el niimero que té
aquest digits és n div 10. Per tant, fem la crida recursiva sumadigits(n div 10), doncs per induccié

obtenim
m + Q-1+ ...+ a1

i només ens cal sumar ag, és a dir n mod 10, per tenir la suma de tots els digits.

Ara, hem de fer notar que n div 10 és més petit que n només si n > 0, i per tant hem de tractar

el cas n = 0 com a cas senzill, que té 0 com a suma, dels digits.

La solucié raonada segueix els tres apartats esmentats anteriorment.

1. Cas senzill. Agafem n = 0. En aquest cas, la suma dels digits és 0.

2. Cas recursiu. Agafem el complementari, per tant n > 0, i fem la crida recursiva s :=

sumadigits(n div 10). Aixi tenim:

{Pre: —}

si n =0 llavors s :=0;
sino
s:= sumadigits(n div 10);

7?7
fsi;
retorna s;
ffuncio

funcié sumadigits (n : nat) retorna s: nat

{Post: s = “suma dels digits d’n representat en base 10"}

{s conté la suma dels digits de n div 10}
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Com que tenim
amtaom—1+...+a1

només ens cal sumar ag, és a dir n mod 10, per tenir la suma de tots els digits.

funcié sumadigits (n : nat) retorna s: nat
{Pre: —}
{Post: s = “suma dels digits d’n representat en base 10"}
si n =0 llavors s :=0;
sino
s:= sumadigits(n div 10);
{s conté la suma dels digits de n div 10}
s := s+ (n mod 10);
fsi;
retorna s;
ffuncioé

3. Acabament. Com que n > 0, tenim que n div 10 és menor que n.

3.3 Disseny iteratiu

3.3.1 Composicié iterativa

La sintaxi de la iteracid és la classica.
mentre B fer S fmentre

La semantica axiomatica de la iteracio estd basada en el principi d’induccié. La forma més simple
d’expressar la semantica de la iteracio es la seglient. Si I és una propietat invariant, és a dir

{I A B} S{I}

i alguna cosa decreix quan executem el cos del bucle S llavors tenim que

{I} mentre B fer S fmentre {I N -B}

El decreixement en cada volta ens permet garantir que sortirem del bucle en algun moment i,
per tant, només farem un nombre finit de passes de la iteracid. De fet, encara que esta amagat,
I’acabament de la iteracié és el que ens permet usar la induccid, i garantir que, si en un pas re-
satisfem D'invariant, la resta de passes (que sén una menys que abans) faran bé la seva feina, i ens
portaran a la postcondicié {I A —B}.

Ara bé, per regla general, en un disseny iteratiu el que tenim és una precondicié i una post-
condicié donada, i sempre cal fer algunes inicialitzacions. Aixi que, resulta molt 1til per al disseny,
i a més com a exercici, extreure, a partir de la semantica de la iteracié i de les altres instruccions
del llenguatge, les condicions que s’han de satisfer en aquest cas. Es a dir que s’ha de satisfer per
que el segiient algorisme recursiu sigui correcte.
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{P}
Ini;
mentre B fer S fmentre

{Q}

Segons la semantica de la iteracié cal

1
2
3
4

Trobar un invariant I i una condicié B tals que {I A B}S{I}.
Garantir que I A =B = Q.
Garantir que {P}Ini{I}.

Garantir el decreixement a cada iteracié del bucle.

3.3.2 Raonament inductiu

A partir de la semantica axiomatica anteriorment presentada, el raonament inductiu dirigit al
disseny iteratiu el podriem descomposar en les segiient fases:

1.

Definir I'estat del programa en un punt intermig del problema. Per exemple, suposem que hem
fet una part de la feina que s’ha de fer. Podem caracteritzar ’estat 7 Aquesta caracteritzacid
és la que tradicionalment coneixem com a invariant.

. Deduir com podem caracteritzar ’estat en que la resolucié del problema ha acabat. Aix6 és

el que ens determinara la condicio d’acabament del bucle.

. Deduir que cal fer per progressar en la resolucié del problema de manera que es conservi

linvariant. Aixé és el que ens determinara el cos del bucle.

. Demostrar que I’execucié d’una iteracié del bucle ens acosta a la condicié d’acabament del

bucle. Si cal, podem fer servir una funcié de fita per formalitzar-ho. Aix6 ens demostrara que
a la condicié d’acabament s’hi arribarad amb un nombre finit d’iteracions (el bucle acaba).

. Deduir com podem caracteritzar ’estat abans de comengar el bucle de manera que es cumpleix

Pinvariant. Aix6 és el que ens determinara la inicialitzacio del bucle.

Igualment que en el disseny recursiu, pot ser que ’ordre en el que es consideren aquests apartats
no sigui el que s’indica. En general, la primera fase sera sempre la de trobar I'invariant, perd també
pot ser que al considerar les segiients fases haguem d’afinar 'invariant.

La forma més natural i senzilla d’obtenir invariants, que expressin aquest calcul intermig, és via
la introduccié de noves variables (locals). Aquesta és la part més creativa del procés inductiu.

3.3.3 Exemple: factorial

Dissenyar una funcié que calculi el factorial d’'un nombre n > 0.

Especificacié:

funcié factorial (n : nat) retorna f : nat

{Pre: —}

{Post: f=nl}
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Raonament inductiu

Anem a aplicar el raonament inductiu al problema anterior.

e Invariant. Suposem que hem calculat el factorial fins a un cert nombre i < n. Tindrem el

seguent invariant:
f=il A 0<i<n.

e Condicié d’acabament. Haurem acabat quan tinguem el factorial de n, és a dir, i = n.
Aixé fard que f = nl.

e Cos del bucle. Donat que ¢ # n, cal progressar i mantenir 'invariant. El progrés es garanteix
amb “ := i+1”, mentre que I'invariant es manté amb “f := f *¢”.

e Inicialitzacié. Cal fer 1 = 0, I'inic valor possible per que es compleixi I'invariant al principi
per a qualsevol valor de n. Aixé comporta f = 1.

e Demostracié d’acabament. A cada iteracié s’incrementa ¢. En algun moment arribara a
ser 7.

Solucio

funcié factorial (n : nat) retorna f : nat
{Pre: —}

{Post: f =nl}
var i: nat;
1:=0; f:=1;

{Inv: f=i¢ AN 0<i<n}
mentre i # n fer
t:=14+1; f:= fxi;
fmentre;
retorna f;
ffuncio

3.3.4 Exemple: factoritzacié d’un nombre natural

Dissenyar una accié que escrigui la descomposicié en nombres primers del parametre n > 1 que rep
el programa. Per exemple, si n = 24, el programa ha d’escriure

2223

Especificacié

accié factoritzar (ent n: nat)
{Pre: n>1}
{Post: Ha escrit la descomposici6 en factors primers de n}
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Raonament inductiu

1. Invariant. Considerem que ja hem escrit uns quants factors primers f1, fa,- -, fg, tal que
fi < fo<- - < fr. A més tenim que f1- fo--- fr-x = n, on z és la part que ens queda
per factoritzar. A més, sabem que hem escrit tots els factors f; tal que f; < f, on f és una
variable que ens recorda fins on hem provat de trobar factors.

2. Condicié d’acabament. No ens ha de quedar res per factoritzar. Aixo vol dir que z = 1.
La condicié del bucle sera la complementari, z # 1.

3. Cos del bucle. Poden passar dues coses:

e f és un factor de z. En aquest cas, podem escriure f i recalcular la part que ens queda
per factoritzar (dividim z per f). D’aquesta manera hem progressat (hem escrit un
factor més i hem reduit la part per factoritzar) i seguim mantenint 'invariant. Cal tenir
en compte que f pot tornar a ser un factor del nou valor d’xz. Per aquesta raé I’hem de
mantenir al mateix valor.

e f no és un factor d’z. En aquest cas, podem incrementar f. Aix4 garanteix progrés
(anem acostant f a x) i també manté 'invariant.

4. Inicialitzacié. L’invariant ens diu que z és la part que ens queda per factoritzar i que s’han
escrit tots els factors més petits que f. Al principi tindrem que ens queda per factoritzar tot
el nombre (z = n) i que el factor més petit serd més gran o igual a 2 (f = 2).

5. Demostracié d’acabament. En aquest cas, es garanteix o bé que = disminueix o bé que f
augmenta. FEn tot cas, mai passard que f > x essent z # 1. Altrament, voldria dir que hi ha
factors de n (els que té la ) que sén menors que f i que no hem escrit, cosa que contradiu
Pinvariant. Per tant, sempre decreix la distancia entre x i f, i aquesta distancia és més gran
o igual que zero mentre es satisfa la condicié del bucle. De fet, quan f es trobi amb z sabem
que el valor d’z es tornara 1 i el programa acabara.

Una observacié important d’aquest algorisme és la segiient: el fet que cada vegada escrivim
el factor més petit de la part sense factoritzar garanteix que aquest factor sigui primer. La
demostracié és pot fer facilment per contradiccio.
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Solucioé

accio factoritzar (ent n: nat)
{Pre: n>1}
{Post: Ha escrit la descomposicié en factors primers de n}
var z: nat; {Nombre que ens queda per factoritzar}
f: nat; {Factor actual}

{Inicialitzem de manera que es cumpleixi I'invariant al principi}
z:=mn; f:=2;

{Inv: S’han escrit els factors tals que multiplicats per x ens donen n.
A més, s’han escrit tots els factors mes petits que f}
mentre ¢ # 1 fer
si x mod f = 0 llavors
escriure(f); ¢ := z div f;
{Mantenim I'invariant i progressem (z disminueix)}

sino
f=Ff+1
{Mantenim I'invariant i progressem (f s’acosta a x)}
fsi;
fmentre;

faccio




Capitol 4

Recursivitat 1 iteracio amb dades
escalars

La utilitzacié del metode inductiu per al disseny d’algorismes recursius i iteratius és I'objectiu
principal d’aquest capitol. Els problemes tractats només utilitzen dades escalars. Es presenten tant
algorismes iteratius com recursius, incloent el raonament inductiu que permet derivar el disseny
proposat.

4.1 Factorial

Dissenyar una funcié que calculi el factorial d’un nombre n > 0. Una versié iterativa d’aquest
problema es pot trobar a la Seccié 3.3.3 (pag. 19). Aqui es presenta una solucié recursiva.

Especificacio:

funcié factorial (n : nat) retorna f : nat
{Pre: —}
{Post: f=nl!}

Solucié recursiva
e Cas senzill: pern <1, n! = 1.
e Cas recursiu: pern > 1, nl=n-(n— 1)\

e Demostracié d’acabament. A cada crida recursiva es decrementa el parametre. En algun
moment arribara a ser 1 i acabara.

funcié factorial (n : nat) retorna f : nat
{Pre: —}
{Post: f=nl}
sin <1 llavors f :=1;
sino f := nx factorial(n — 1);
fsi;
retorna f;
ffuncié

23
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4.2 Nombres primers

Dissenyar una funcié que determini si un nombre n > 0 és primer.

Especificacio:
funcié primer (n : nat) retorna p : boolea
{Pre: n >0}
{Post: p = “n és un nombre primer”}
Comentaris

L’algorisme que es proposa va explorant divisors a partir del 2. La condicié d’acabament de
I’algorisme aprofita el fet que tot nombre no primer té un divisor que no és més gran que la seva
arrel quadrada.

Soluci6 iterativa

e Invariant: cap natural superior o igual a 2 i inferior a k divideix n.

e Condicié d’acabament: quan trobi un divisor (n mod k£ = 0) o quan ja no en pugui trobar
més (k > y/n). La condicié k > \/n es pot reescriure com k * k > n.

e Cos del bucle: donat que k no divideix a n i k < /n (altrament no entrariem al bucle),
podem fer “k := k+1” per mantenir I'invariant i progressar.

e Inicialitzacié: k = 2 fa que l'invariant es compleixi a l’inici del bucle.

e Demostraciéo de ’acabament: el valor de k creix a cada iteraci6. En cas de no trobar cap
divisor, tard o d’hora s’arribara a complir k > \/n.

funcié primer (n : nat) retorna p : boolea
{Pre: n >0}
{Post: p = “n és un nombre primer”}
var k : nat;
k:=2
{Inv: Vd:2<d<k: nmodd# 0}
mentre k+xk <n A n modk # 0 fer
k:=k+1;
fmentre;
retorna k x k > n;
ffuncio

Solucié recursiva

La solucié recursiva es basa en una induccié sobre els posibles divisors de n. Per aix0 es dissenya
una funcié auxiliar que ens diu si el nombre n té algun divisor més gran que d. Amb la segiient
especificacio:
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funcié té_divisors (n : nat, d : nat) retorna td : boolea
{Pre: n>0,d> 1, n no té cap divisor a l'interval [2,d — 1]}
{Post: td = “n té algun divisor a l'interval [d,n — 1]”}

El raonament per a dissenyar aquesta funcio és el segiient:
e Casos senzills:

— d > y/n. Donat que n no té cap divisor a [2,d — 1] tampoc en podra tenir cap a I'interval
[d,n —1].

— n mod d = 0. Ja hem trobat un divisor.
e Cas recursiu: n mod d # 0. Hi haurd divisors si n’hi ha a linterval [d + 1,1 — 1].

e Demostracié d’acabament. A cada crida s’incrementa d. Tard o d’hora arribard al cas senzill

d>+\/n

funcié té_divisors (n : nat, d : nat) retorna td : boolea
{Pre: n>0,d>1, n no té cap divisor a I'interval [2,d — 1]}
{Post: td = “n té algun divisor a l'interval [d,n — 1]”}
sidxd > n llavors td := fals;
sinosi n mod d = 0 llavors td := cert;
sino td := té_divisors (n,d + 1);
fsi;
retorna td;
ffuncio

Finalment cal fer la crida inicial per saber si un nombre és primer. Cal mirar si té divisors a
linterval [2,n — 1].

funcié primer (n : nat) retorna p : boolea

{Pre: n >0}

{Post: p = “n és un nombre primer”}
retorna — té_divisors (n,2);

ffuncié

4.3 Maxim comu divisor

Dissenyar un algorisme que calculi el maxim comu divisor de dos nombres naturals.
Comentaris

La solucié proposada es basa en ’algorisme d’Euclides:

b pera=20

med(a, b) = { med (b mod a,a) pera#0



26

Especificacio

Solucid iterativa

e Invariant: med(a,b) = med(A, B), on A i B sén els valors inicials d’a i b, respectivament.
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funcié mcd (a: nat, b: nat) retorna m: nat
{Pre: —}
{Post: m = mcd(a,b)}

Condici6é d’acabament: a = 0 (segons algorisme d’Euclides).

Cos del bucle: apliquem I’algorisme d’Euclides per mantenir I’invariant. Per progressar, fem

que a sempre sigui el més petit dels dos nombres.

Inicialitzaci6: I'invariant és compleix a I’entrada de la funcié. No cal afegir cap inicialitzacié.

Demostracié de ’acabament: donat que b mod a < a quan a > 0, després de la primera
iteracié sempre tenim que a < b. A partir de llavors a sempre decreix en fer-se 1’assignacié

“a := b mod a”. Aixé fa que, tard o d’hora, a arribi a ser zero.

Solucid recursiva

Fem I’analisi per casos:

funcié mcd(a: nat, b: nat) retorna m: nat
{Pre: a=A,b= B}
{Post: m = mcd(a,b)}
{Inv: mcd(a,b) = mcd(A,B)}
mentre a # 0 fer
var auzx: nat;
auzr := a; a := b mod a; b := auz;
fmentre;
retorna b;
ffuncio

e Cas senzill: ¢ =0, el mcd és b.

e Cas recursiu: a # 0, el med és med (b mod a,a).

e Demostracié d’acabament: semblant a la demostracié pel cas iteratiu. El valor del primer
parametre sempre decreix després de fer la primera crida. En algun moment s’arribara al cas

senzill a = 0.

funcié mcd(a: nat, b: nat) retorna m: nat
{Pre: —}
{Post: m = mcd(a,b)}
sia =0 llavors m :=b;
sino m := mcd (b mod a, a);
fsi;
retorna m;
ffuncio
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4.4 Nombres perfectes

Dissenyar una funcié que determini si un natural n > 0 és perfecte. Un nombre n és perfecte
si és igual a la suma dels seus divisors tret d’ell mateix (p.ex. n = 6 és perfecte perqué n = 1+2+3).

Especificacié

funci6 perfecte (n : nat) retorna p : boolea
{Pre: n>0}
{Post: p = “n és perfecte”}

Solucid Iterativa

e Invariant: sum conté la suma dels divisors de n a l'interval [1,d — 1].

e Condicié d’acabament: que no sigui possible trobar més divisors (d < n div 2) o que la suma
dels trobats fins ara sigui superior a n (sum > n).

e Cos del bucle: per mantenir I'invariant cal sumar d a sum si d divideix a n. Per progressar,
cal incrementar d.

e Inicialitzacié: d:=1 (no s’ha provat cap divisor) i sum := 0 (la suma dels divisors és zero).
D’aquesta manera es compleix I’invariant al principi del bucle.

e Demostracié de I’acabament: d creix en cada iteraci6. no pot creixer indefinidament sense
arribar a d > n div 2.

funcié perfecte(n : nat) retorna p : boolea
{Pre: n >0}
{Post: p = “n és perfecte”}
var sum,d : nat;
sum :=0;d :=1;
{Inv: sum conté la suma dels divisors d'n a l'interval [1,d — 1]}
mentred <n div2 A sum <n fer
sin mod d = 0 llavors sum := sum + d; fsi
d:=d+1;
fmentre;
retorna sum = n;
ffuncio

4.5 Suma de digits

Dissenyar una funcié que calculi la suma dels digits d’un natural n representat en base 10. Una
versi6 recursiva d’aquest problema es pot trobar a la Seccié 3.2.2 (pag. 17). Aqui es presenta una
versié iterativa.



28

CAPITOL 4. RECURSIVITAT I ITERACIO AMB DADES ESCALARS

Especificacio

funcié sumadigits (n : nat) retorna s: nat
{Pre: —}
{Post: s = “suma dels digits d’n representat en base 10"}

Solucid iterativa

4.6

Invariant: s conté la suma dels digits de menys pes tractats fins ara i n conté els digits de
més pes que encara no s’han tractat.

Condici6é d’acabament: n = 0 (no queden digits per tractar).

Cos del bucle: per tal de conservar I'invariant, en cada iteracié s’actualitza el valor de s
sumant un nou digit que s’elimina de n.

Inicialitzacié: no s’ha sumat encara cap digit (s = 0).

Demostracié de ’acabament: en cada iteracié s’elimina un digit amb 1’operacié mod, amb la
qual cosa es garanteix que n es fard zero en algun moment.

funcié sumadigits (n : nat) retorna s: nat
{Pre: —}
{Post: s = “suma dels digits d’n representat en base 10”}
5:=0;
{Inv: s conté la suma dels digits de menys pes tractats fins ara
in conté els digits de més pes encara no tractats}
mentre n > 0 fer
s := s+ n mod 10;
n = n div 10;
fmentre;
retorna s;
ffuncio

Arrel digital

Dissenyar una funcié que retorni I’arrel digital d’un nombre natural. L’arrel digital és un nombre
de només un digit decimal que s’obté de la suma successiva dels digits del nombre inicial. Per
exemple, ’arrel digital de 83756 és 2 (84+3+7+5+6=29, 2+9 = 11, 1+1 = 2).

Comentari

Per a resoldre aquest problema es fa servir la funcié sumadigits presentada a la Secci6 4.5.

Especificacio

funcio arreldigital (n : nat) retorna a: nat
{Pre: —}
{Post: a = “arrel digital de n”}
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Solucid recursiva

e Cas senzill: quan n només té un digit ’arrel digital és n.

e Cas recursiu: 1'arrel digital de n és igual a I’arrel digital de n div 10 (digits de més a I’esquerra)
més n mod 10 (digit de més a la dreta).

e Acabament: en cada crida recursiva disminueix el nombre de digits.

funci6 arreldigital (n : nat) retorna a: nat
{Pre: —}
{Post: a = “arrel digital d’'n”}
sin < 10 llavors a :=n;
sino a := arreldigital (sumadigits (n));
retorna a;
ffuncio

Una altra solucid recursiva

La segiient solucié no necessita la funcié sumadigits. Es deixa pel lector el raonament que justifica
I’algorisme.

funcié arreldigital (n : nat) retorna a: nat

{Pre: —}

{Post: a = “arrel digital d’n”}
si n < 10 llavors a := n;
sino a := arreldigital (arreldigital (n div 10) + n mod 10);
retorna a;

ffuncié

4.7 Arrel quadrada

Dissenyar una funcié que retorni la part entera de 1’arrel quadrada d’un nombre natural n.

Especificacié

funcio arrel_quadrada (n : nat) retorna a: nat

{Pre: —}
{Post: a = |v/n]}

Solucié iterativa
Per a deduir I'invariant del bucle reescriurem la postcondicié de la funcid de la seglient manera:
a?<n<(a+1)?

La estratégia de ’algorisme consistira en anat provant nombres naturals succesivament fins que
en trobem un tal que el seu quadrat sigui superior a n. El natural anterior sera ’arrel quadrada
que cerquem.
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Invariant. Tots els nombres que hem provat anteriorment tenen un quadrat no superior a n:

(a—1)2<n

Condicié d’acabament: quan trobem un nombre tal que el seu quadrat sigui superior a n
(axa>mn).

Cos del bucle: cal provar el natural segiient (a := a + 1).

Inicialitzacié: donat que n > 0, el valor a = 1 ja fa complir I'invariant.

Demostracié d’acabament: el fet que a s’incrementi a cada iteracié garanteix que la condicié
d’acabament es fara certa en algun moment.

funcié arrel_quadrada (n : nat) retorna a: nat

{Pre: —}

{Post: a®> <n < (a+1)?}
a:=1
{Inv: (a—1)2<n}
mentre a x a < n fer

a:=a+1;

fmentre;
{(a—1)?<n<a?}
retorna a — 1;

ffuncioé

Per a una versi6 recursiva veure el problema 17 d’aquest capitol.
4.8 Canvi de base
Dissenyar una accié que escrigui un nombre natural n en una base b.

Especificacié

accié canvi_base (ent n,b : nat)
{Pre: 2<b<9}
{Post: Ha escrit el nombre n en base b sense cap zero al davant.}

Comentaris

L’especificacié indica que la representacié de n en base b s’escriu sense zeros al davant. Aixd vol
dir que pel cas n = 0 no s’escriura cap digit. En el cas que es volgués escriure un ‘0’, s’hauria de
fer un tractament especial abans de cridar a ’accid.

La representacié d’un nombre n en base b es pot caracteritzar amb la segiient equacio:

n=dy b +dy_1 -1+ +dy- b2+ dy b+ do

on dj és el digit de més pes i d, el de menys pes. Per a resoldre aquest problema es fara servir
Paccié “escriure(zr)”, que permet escriure un nombre natural z.
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Solucid recursiva

e Cas senzill (n = 0): no cal fer res.

e Cas recursiu (n > 0): podem transformar ’equacié anterior en la segiient:

n=b-(dg- "' +dp_1 - 0" 2+ -+dy-b+d)) + do
——

~ ~

nciirvb n mod b

D’aquesta manera, I’escriptura de n en base b es pot desglosar en dos subproblemes:

— Descriptura de n div b (digits de més pes) seguida de

— Descriptura de n mod b (digit de menys pes)

e Demostracié d’acabament: a cada crida recursiva es divideix el parametre n per b, eliminant
un digit en base b. En algun moment el parametre s’arribara a fer zero (cas senzill).

accio canvi_base (ent n,b : nat)
{Pre: 2<b<9}
{Post: Ha escrit el nombre n en base b sense cap zero al davant.}
sin > 0 llavors
canvi_base (n div b, b);
escriure (n mod b);
fsi;
faccio

4.9 Problemes

4.1 Dissenyar una funcié anomenada prod que, donats dos nombres naturals z i y, retorni el
producte p = z * y. Es pot fer servir la suma i la resta d’enters en ’algorisme, pero no el
producte (en els dos darrers casos es permetra el producte i divisié per 2). Dissenyar les
seglents variants de la funcio:

e Versié iterativa, amb invariant
{Inv:p=axk N 0<k<b}

e Versi6 recursiva, fent la crida a prod(a,b— 1)
e Versi6 recursiva, fent la crida a prod(2 x a, b div 2)

e Versid iterativa, similar a la darrera versié recursiva, amb invariant
{Inv:axb=cx*xd+p}
1 inicialitzacions
c:=a; d:=b p:=0;

4.2 Dissenyar un algorisme que, donats dos enters z i y, amb y > 0, calculi I'enter z¥. Es poden
fer servir sumes, restes, productes i divisions enteres, perd no operacions amb nombres reals
ni exponenciacié.
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4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15
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Dissenyar un algorisme que, donats dos enters positius, calculi el quocient i el residu de la
seva divisio entera, utilitzant només els operadors aritmetics de suma i resta.

Dissenyar un algorisme que trobi el nombre de xifres d’un natural donat z.

Dissenyar un algorisme que retorni el niimero resultant d’invertir les xifres d’un natural donat
x.

Donats dos nombres naturals z i y, dissenyar una funcié que retorni un valor booled que
sigui cert si £ és un sufix de y en la seva representacié en base 10, i retorni fals altrament.
Considerar que el 0 és un nombre “sense digits” i, per tant, és sufix de qualsevol altre nombre.
Exemples: 32 és sufix de 5632, perd 514 no és sufix de 1524.

Dissenyar un algorisme que ens digui si un natural donat és multiple de 3. El programa només
pot usar la suma (sobre naturals) i el modul i la divisi6é per 10. Cal basar-se en la segiient
propietat:

Un nudmero és maltiple de 3 quan la suma dels seus digits és maltiple de 3.

Donat un natural n, anomenem sp(n) la suma dels digits de les posicions parells i si(n) la
suma dels digits de les posicions imparells, considerant el digits de menys pes com el de la
posici6 0. Per saber si n és multiple d’11 es pot fer servir la segiient regla:

Un natural n és mailtiple d’11 si |sp(n) — si(n)| és maltiple d’11.

Dissenyar una funcié que digui si un natural és multiple d’11 fent servir la regla anterior.

Dissenyar un algorisme que donat un natural n (considerat en base 10) ens retorni un niimero
m (que nomes conté 0’s i 1’s) que representa n en base 2.

Generalitzar el problema anterior a qualsevol base b més gran o igual que 2.

Dissenyar un algorisme que calculi el quadrat d'un enter donat fent servir només sumes,
aprofitant la igualtat (z + 1)2 = 22 + 2z + 1. Fer servir una idea similar per a calcular el cub
d’un enter donat.

Dissenyar un algorisme que, donats dos naturals a i un real b, trobi la part entera del logaritme
d’a en base b. Recordem que el logaritme de x en base b és el niimero y tal que bY = z.

Dissenyar un algorisme que, donat un natural diferent de zero, en trobi el divisor més gran,
exclos ell mateix, i el divisor més petit exclos 1’1. Cal tenir cura del cas que el niimero sigui
primer.

Dissenyar un algorisme que calcula el minim comu multiple de dos naturals diferents de zero.
Ajut: utilitzar el calcul del maxim comu divisor.

Un nombre natural s’anomena perfecte quan és igual a la suma de tots els seus divisors, primers
o no primers, llevat d’ell mateix. Per exemple, 28 és perfecte perqué 28 =1+2+4 47+ 14.
Dissenyar un algorisme que digui si un natural és perfecte o no.
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4.16 Dissenyar algorismes que, donats enters no negatius n i m, calculin el nombre combinatori

n n!
(m) " ml (n—m)!

Donar diverses solucions triant diversos casos basics per al raonament inductiu. Els algorismes
han de ser tals que els resultats intermitjos no siguin molt més grans que el resultat final.

4.17 La segiient funcié calcula la part entera de I’arrel quadrada d’un nombre natural n (veure
versié iterativa a la seccié 4.7). Demostrar que la funcié compleix I'especificacié.

Suggeriment: fer la demostracié calculant els predicats R, S i () del cos de la funcio.

funcié arrel_quadrada (n : nat) retorna a: nat
{Pre: —}
{Post: a? <n < (a+1)%}
sin =0 llavors a := 0;
sino
a := arrel_quadrada (n div 4);
{r}
a:=2xa;
{5}
si(a+1)x(a+1) <n llavors a := a + 1 fsi;
{Q}
fsi;
retorna a;
ffuncio
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Capitol 5

Taules

En aquest capitol es presenten algorismes que treballen sobre taules. En molt d’ells, es proposen
tant solucions iteratives com recursives.

5.1 Suma d’elements

Dissenyar una funci6 que calculi la suma dels elements d’una taula ¢[1..N] d’enters.

Especificacié

funcié suma_taula (t: taula[l..N] de enter) retorna s: enter
{Pre: N >0}
{Post: s =N, t[k]}

Solucié iterativa

e Invariant: s conté la suma dels elements de ¢[1..i — 1], amb 1 <i < N + 1.

() e[2) - tfi— 1] ) - 4N

v

e Condici6 d’acabament: s’hauran sumat tots els elements quan 7 = N + 1.

e Cos del bucle: cal progressar (i:=i+1) i mantenir 'invariant (s := s+t[i], abans d’incrementar
e Inicialitzacié: el valor ¢ = 1 és 'inic que garanteix I'invariant per a qualsevol valor de N.
Aix6 comporta que s = 0.

e Demostracié de l'acabament: l'increment de ¢ a cada iteracié garanteix que tard o d’hora
arribara a valer N + 1.

35
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funcié suma_taula (t: taula[l..N] de enter) retorna s: enter

{Pre: N >0}

{Post: s =N, t[k]}
var i: nat;
1:=1;8 :=0;

{Inv: s=Y1" k], 1<i<N+1}
mentre i # N + 1 fer
s := s+ t[i];
1:=14+1;
fmentre;
retorna s;
ffuncio

Solucid recursiva

Per a una solucié recursiva cal dissenyar una funcié auxiliar que generalitzi el problema que volem
resoldre 1 utilitzi una variable d’induccié. Aixi doncs, dissenyarem una, funcié que calculi la suma
dels ¢ primers elements de la taula. Aquesta funcié tindra la segiient especificacié.

funcié suma_taula_rec (t: taula[l..N] de enter, i: nat) retorna s: enter
{Pre: N >0,1<i<N}
{Post: s=>"}_; t[k]}

e Cas senzill: 1 = 1, només cal sumar un element.

e Cas recursiu: ¢ > 1, la suma és pot expressar com
i—1
s= Y tlk] + t[i]
k=1

t1] + (2] + - - + t]i — 1] +H]i]

~ >
-~

suma_taula_rec(t,i — 1)

e Demostracié d’acabament: a cada crida es decrementa el valor del parametre 7. En algun
moment arribara al cas senzill ¢+ = 1.

funcié suma_taula_rec (t: taula[l..N] de enter, i: nat) retorna s: enter
{Pre: N >0,1<i<N}
{Post: s =Y 4_, t[k]}
si i =1 llavors s := t[1];
sino s := suma_taula_rec (t, i — 1) + t[i];
fsi;
retorna s;
ffuncio

Finalment cal dissenyar la funcié que calcula la suma de tots els elements de la taula.
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funcié suma_taula (t: taula[l..N] de enter) retorna s: enter

{Pre: N >0}

{Post: s = S, K]}
retorna suma_taula_rec (t,N);
ffuncio

5.2 Element maxim d’una taula

Dissenyar una funci6 que calculi el valor de 1’element maxim d’una taula ¢[1..N] d’enters.

Especificacié

funcié maxim (t: taula[l..N] de enter) retorna m: enter
{Pre: N >0}
{Post: m = maxy_1_p t[k]}

Solucid iterativa

e Invariant: m = maxg—1 ;1 t[k], 1 <i< N +1

e Condicié d’acabament: s’ha calculat el maxim per a tota la taula (i = N + 1).

() e[2) - tfi— 1] ) - 2]

~

m = max t[k]
k=1.i—1
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e Cos del bucle: cal mantenir I'invariant per una posicié més de la taula. Sil’element ¢[i] és més
gran que m s’ha d’actualitzar m. L’invariant s’ha de fer valer per una posicié més (i:=i+1).

e Inicialitzacié: cal inicialitzar m amb un valor de la taula, altrament podria ser més gran que

qualsevol valor i donar un resultat erroni. Per aixé podem fer “m := ¢[1]” i “t := 2”.

e Demostracié de l'acabament: l’increment de i a cada iteracié garanteix que tard o d’hora
arribara a valer N + 1.

funcié maxim (t: taula[l..N] de enter) retorna m: enter
{Pre: N >0}
{Post: m = maxy_1_pnt[k]}
m = t[l];i:=2;
{Inv: m =maxg_; ; 1t[k], 1<i<N+1}
mentre i # N + 1 fer
si t[i] > m llavors m := t[i]; fsi;
1:=1+1;
fmentre;
retorna m;
ffuncié
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Solucid recursiva

Per a una solucié recursiva cal dissenyar una funcié auxiliar que generalitzi el problema que volem
resoldre i utilitzi una variable d’induccié. Aixi doncs, dissenyarem una funcié que calculi el maxim
dels 7 primers elements de la taula. Aquesta funcié tindra la segiient especificacié.

funcié maxim_rec (t: taula[l..N] de enter, i: nat) retorna m: enter
{Pre: N >0,1<i<N}
{Post: m = maxy__; t[k]}

e Cas senzill: 4 = 1, el maxim és ’element ¢[1].

e (Cas recursiu: 7 > 1, el maxim es pot expressar com

m= max(k:n}i&ix_lt[k]a t[z])

()2 - tfi— 1] ¢l

maxim_rec(t,i — 1)

e Demostracié d’acabament: a cada crida es decrementa el valor del parametre 7. En algun
moment arribara al cas senzill ¢ = 1.

funcié maxim_rec (t: taula[l..N] de enter, i: nat) retorna m: enter
{Pre: N >0,1<i<N}
{Post: m = maxy__; t[k]}
sii =1 llavors m := t[1];
sino
m := maxim.rec (t, i —1);
si t[i] > m llavors m := t[i]; fsi;
fsi;
retorna m;
ffuncio

Finalment cal dissenyar la funcié que calcula el maxim de tots els elements de la taula.

funcié maxim (t: taula[l..N] de enter) retorna m: enter
{Pre: N >0}
{Post: m = maxy_1_pnt[k]}
retorna maxim_rec (t,N);
ffuncié

5.3 Inversid d’una taula

Dissenyar una accié que inverteixi el contingut d’una taula. Invertir una taula vol dir posar el
primer element a la darrera posicié, el segon a la pentltima, etc.
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Especificacio

accié invertir (e/s t: taula[l..N] de enter)
{Pre: N >0}
{Post: ts; = invertir(t.)}

on t. i ts fan referéncia als valors de la taula a ’entrada i la sortida de 1’accid, respectivament. La
postcondicié es pot reescriure més formalment de la segiient manera:

Vk:1 <k <N:t,[k] =t]N — k+1]

Solucid iterativa

e Invariant: s’han invertit les posicions ¢[1..i — 1] amb les posicions {[N — ¢ + 2..N], amb
1<i< (N+1) div 2.

t1] --- tli—1] t[¢] --- t{N—i+1] ¢t{N—-3i+2] --- t[N]
invgrtit invzzrrtit

e Condici6é d’acabament: quan ¢ > N — ¢ + 2. Aix6 és equivalent a la condicié ¢ > % + 1, que
en el domini dels enters es pot demostrar que és equivalent a i > (N + 1) div 2.

e Cos del bucle: per mantenir l'invariant cal intercanviar els elements ¢[i] i ¢{{N — i + 1] i fer
créixer I'index ¢ en una unitat.

e Inicialitzacié: al principi no hi ha res invertit ( = 1).

e Demostracié de 'acabament: I'increment de ¢ a cada iteracié garanteix que tard o d’hora es
complird la condicié d’acabament.

A TPalgorisme farem servir 1’accié intercanvi. La implementacié d’aquesta accié es pot trobar a
la Secci6 2.1 (pag. 8).

accio invertir (e/s t: taula[l..N] de enter)

{Pre: N >0}

{Post: t; = invertir(t.)}
var i: nat;
1 :=1;

{Inv: S’han invertit les posicions t[1..i — 1] amb les posicions t{N — i + 2..N],
1<i<(N+1) div2}
mentre i < (N + 1) div 2 fer
intercanvi (t[i],t[N — i + 1]);
1:=1+1;
fmentre;
faccio
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Solucid recursiva

Per a una solucié recursiva dissenyarem una accié que inverteixi qualsevol subinterval de la taula.

Tindra la segiient especificacio:

Cal notar que I’anterior especificacié permet rebre subintervals buits (quan ¢ > j). El raonament

accio invertir_rec (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat)
{Pre: N>0,1<i<N,1<j<N}
{Post: t4i..j] = invertir(tc[i..j])}

recursiu és com segueix:

e Cas senzill: 'interval té menys de dos elements (¢ > j). En aquest cas no cal fer res.

e Cas recursiu (7 < j): en aquest cas es poden intercanviar els elements ¢[7] i ¢[;], i a continuacié

invertir el subinterval ¢[i + 1..5 — 1].

e Demostracié d’acabament: a cada crida recursiva es decrementa el tamany del subinterval a

invertir. Tard o d’hora s’arribara a un interval amb menys de dos elements.

Finalment cal dissenyar 1’accié que fa la crida inicial per a invertir tota la taula.

accid invertir_rec (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i,j: nat)
{Pre: N>0,1<i<N,1<j<N}
{Post: t4[i..j] = invertir(tc[i..j])}
si i < j llavors
intercanvi (t[i], t[7]);
invertir_rec (t,i+1, j — 1);
fsi;
faccié

accio invertir (e/s t: taula[l..N] de enter)
{Pre: N >0}
{Post: ts; = invertir(t.)}
invertir_rec (t,1,N);
faccio

5.4 Cerca d’un element

Dissenyar una funcié que cerqui un element en una taula i ens digui si I’ha trobat i on I’ha trobat.

Especificacié

funcié cerca (t: taula[l..N] de enter, z: enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat)

{Pre: N >0}

{Post: trobat < z € t, trobat = t[i] = =}

En un abus de notacié, fem servir z € ¢ per indicar

F:1<k<N:tk]==z
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Solucid iterativa

e Invariant: z & ¢[1..i — 1], trobat = t[i|=2z, 1<i<N+1.

#1) ¢[2] - tli —1] ¢i] -+ [N]

~ ~

o g t[li—1]

e Condicié d’acabament: o bé trobem ’element (¢robat=cert), o bé arribem al limit de la taula
(=N +1). Aixi doncs, la condicié d’acabament és

trobat V i =N +1

e Cos del bucle: si t[i] = z, ja hem trobat I’element i cal actualitzar la variable trobat. Sit[i] # z,
llavors cal progressar (i:=i+1). En ambdds casos es manté 'invariant. Cal notar que en trobar
Pelement no s’ha d’incrementar la variable ¢ per mantenir 'invariant (trobat = t[i] = z).

e Inicialitzacié: cal que ¢ = 1 per complir 'invariant per a qualsevol valor de N. Fent trobat =
fals es compleix I'invariant.

e Demostracié de 'acabament: a cada iteracié, excepte una, s’incrementa i. Aix6 fa que cada
vegada s’acosti al cas ¢ = N + 1. En cas de no incrementar %, vol dir que s’ha trobat 1’element
i el bucle també acaba.

funcié cerca (t: taula[l..N] de enter, x: enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat)
{Pre: N >0}
{Post: trobat < z € t, trobat = t[i] =z}
var i : nat;
1:= 1; trobat := fals;
{Inv: =z ¢t[l..i—1], trobat = t[i|=2z, 1<i< N+1}
mentre —trobat AN i # N + 1 fer
si t[i] = z llavors trobat := cert;
sino i:= 1+ 1;
fsi;
fmentre;
retorna (trobat,i);
ffuncio

Solucid recursiva

Cal dissenyar una funcié auxiliar que generalitzi el problema que volem resoldre.

funcié cerca_rec (t: taula[l..N] de enter, z: enter, k: nat)
retorna (trobat: boolea, i: nat)

{Pre: N >0,1<Ek<N}

{Post: trobat & z € t[1..k], trobat = t[i] =z}

e Cas senzill: k =1, la cerca és immediata (només cal mirar ¢[1]).
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e Cas recursiu: k > 1, es pot desglosar en dues cerques

— la cerca a I’element k, i en el cas de no trobar ’element

— la cerca als elements 1..k — 1 (crida recursiva).

e Demostracié d’acabament: a cada crida recursiva es decrementa el parametre k. Tard o
d’hora arribara al valor k = 1 (cas senzill).

funcié cerca_rec (t: taula[l..N] de enter, z: enter, k: nat)

retorna (trobat: boolea, i: nat)

{Pre: N>0,1<k<N}

{Post: trobat < z € t[1..k], trobat = t[i] =z}
si k =1 llavors trobat := t[1| = z; i:=1;
sino

si t[k] = = llavors trobat := cert; i:=k;
sino (trobat,i) := cerca_rec (t,z,k —1);
fsi;
fsi;
retorna (trobati);
ffuncio

Finalment cal dissenyar la funci6é que resol el problema inicial.

funcié cerca (t: taula[l..N] de enter, x: enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat)
{Pre: N >0}
{Post: trobat & x € t, trobat = t[i] = z}
retorna cerca_rec(t,xz,N );
ffuncié

5.5 Cerca amb sentinella

La cerca amb sentinella és una variant de la cerca que permet un disseny iteratiu més eficient. Per
poder fer una cerca amb sentinella cal garantir que I’element cercat es trobi a la taula. Si no és
aixi, cal afegir-lo en una posicié auxiliar, normalment la darrera de la taula.

Especificacié

funcidé cerca_sentinella (t: taula[l..N+1] de enter, x: enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat)

{Pre: N >0}

{Post: trobat < x € t[1..N], trobat = t[i] = =}

Solucié iterativa
e Invariant: {{N+1] =z, 2 g t[l.i—1], 1<i< N+ 1L
t[1) ¢[2] --- t[s — 1] ¢[3] --- t[N] [N =1]
~ —_——

~

o & t[l.i— 1] T
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Condicié d’acabament: quan trobem 'element (¢[i] = z).

Cos del bucle: com que estem dins del bucle, tenim que ¢[i] # z. Aix{ doncs, podem mantenir
I'invariant per una posicié més fent “i:= 7 4+ 1”.

Inicialitzacié: per complir invariant cal posar 1’element a la posicié auxiliar (¢[N + 1] := z)
i definir ¢ = 1.

Demostracié de I'acabament: a cada iteracié s’incrementa . En el pitjor dels casos i arribara
a ser N + 1 ies complira la condici6 d’acabament, donat que ¢{[N + 1] = z.

funcié cerca_sentinella (t: taula[l..N+1] de enter, x: enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat)
{Pre: N >0}
{Post: trobat < x € t[1..N], trobat = t[i] = =}
N+ 1:=x;i :=1;
{Inv: t{IN+1l]=z, c&t[l.i—-1], 1<i<N+1}
mentre t[i| # © fer
=1+ 1;
fmentre;
retorna (i # N + 1, i);
ffuncioé

5.6 Cerca binaria o dicotomica

La cerca binaria o dicotomica és un algorisme eficient de cerca sobre taules ordenades, basat en la
tecnica generica de disseny coneguda com dividir i véncer.

Especificacio

funcié cerca_binaria (t: taula[l..N] de enter, z : enter) retorna i: nat
{Pre: t esta ordenada creixentment, N > 0}
{Post: 1<i<N,z€t & tlil=z}

Solucid iterativa

e Invariant: 1 <inf <sup < N, z €t & =z € t[inf..sup]
e Condicié d’acabament: quan I'interval de cerca tingui només un element (inf = sup).

e Cos del bucle: es compara el valor del mig de l'interval de cerca amb l’element cercat i es
redueix l'interval per la meitat, eliminant el subinterval on no pugui pertanyer I’element.

e Inicialitzacié: inf i sup defineixen l'interval [1..N].

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié es redueix la distancia entre inf i sup. Per tant,
tard o d’hora arribaran a ser iguals.
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funci6 cerca_binaria (t: taula[l..N] de enter, = : enter) retorna i: nat
{Pre: t esta ordenada creixentment, N > 0}
{Post: 1<i<N,z€t & tli|]=z}
var inf, sup: nat;
inf := 1; sup := N;
{Inv: inf <sup, z €t & z € t[inf..sup]}
mentre inf # sup fer
var k: nat;
k := (inf + sup) div 2;
si t[k] < = llavors inf :=k + 1;
sino sup = k;
fsi;
fmentre;
retorna inf;
ffuncio

La demostracié d’acabament de la cerca dicotomica ha de tenir en compte el fet que la divisié
d’enters és per defecte. Depenent de com es dissenyés el cos del bucle, 'acabament no es podria
garantir. Per exemple, el segiient cos del bucle no garantiria ’acabament.

k := (inf + sup) div 2;

si t[k] < z llavors inf :=k;
sino sup =k — 1;

fsi;

Suposem, per exemple, que inf = 3 i sup = 4. En aquest cas comparariem amb la posicié k = 3.
Si es dona el cas que t[k] < z, llavors s’executaria l'assignacié “inf := 3”, deixant inf i sup amb
els mateixos valors que a la iteracié anterior. Aixé faria que el bucle no acabés mai.

5.7 Problemes

5.1 Dissenyar un algorisme que compti quantes vegades es troba un enter donat en una taula
d’enters.

5.2 Dissenyar un algorisme que compti quantes parells i quants senars hi ha en una taula de
naturals.

5.3 Dissenyar un algorisme que calculi la mitjana d’una taula de nombres reals, i un altre que
en calculi la variancia. Recordem que la varidncia d’un conjunt d’elements {z1,...,z,} es
defineix com Y1, (z; — p)%/n, on u és la mitjana.

5.4 Dissenyar un algorisme que calculi la mitjana i la variancia d’una taula de reals consultant-ne
només un cop cada component. No es permet utilitzar cap altra taula. Pista: reescriure la
definici6 de la variancia en una forma més convenient.

5.5 Dissenyar un altre algorisme que determini si la taula conté només elements parells.

5.6 Dissenyar un algorisme que digui si una taula d’enters esta ordenada creixentment.
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5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

Dissenyar un algorisme que decideixi, per a una taula [1..2N] d’enters, si els components
d’index parell de la taula estan ordenats en ordre creixent i els senars en ordre decreixent.

Dissenyar una accié que, donada una taula d’enters, la modifiqui sumant 1 a tots els seus
element.

Dissenyar una funcié que rebi una taula d’una certa mida i que determini si és un palindrom
(és el mateix llegir-la d’esquerra a dreta que de dreta a esquerra) o no.

Dissenyar una funcié que, donada una taula d’enters amb el primer element diferent de zero,
compti el nombre dels seus canvis de signe. Un canvi de signe és ’aparicié de dos enters de
signes diferents, separats com a maxim per zeros.

Dissenyar un algorisme que, donada una taula de naturals, tots entre 1 i M,

1. compti el nombre de vegades que apareix cadascun d’ells, és a dir, quants cops apareix
I'1, quants el 2, i aixi fins al M.

2. en calculi la moda, és a dir, ’element que més cops hi apareix.

Dissenyar una funcié que, donada una taula d’enters, determini quants canvis de pendent
conté. Un canvi de pendent és un element que és 1'iltim d’una seqiiéncia estrictament creixent
iel primer d’una estrictament decreixent, o a I’inrevés. Els extrems de la taula no es consideren
en cap cas canvi de pendent.

Per exemple, la taula
[1’ 37 7’ 97 6’ 27 4’ 4’ 5’ 77 3]
té tres canvis de pendent: 9,21 7
Donada una taula a, un segment nul és un fragment de la taula tal que la suma dels seus

elements és zero. Dissenyar un algorisme que trobi el segment nul més gran d’una taula
ordenada creixentment.

Suposem que a i b s6n dues taules de nombres enters positius, amb els llocs buits marcats
amb un 0. Escriviu algorismes que emmagatzemin en una altra taula:
1. la interseccié dels elements de a i b.

2. la unio6 dels elements de a i b.
Repetir els apartats anteriors suposant que les taules estan ordenades.

Suposar que a i b sén dues taules (ordenades) estrictament creixents de nombres enters.
Dissenyar un algorisme que calculi el nombre de valors que apareixen en totes dues taules.

Un polinomi d’una variable x amb coeficients reals i grau com a molt N es pot representar
amb una taula [0..N] de reals. La component iessima de la taula és el coeficient de z* en el
polinomi. Dissenyar algorismes per a:

e donats dos polinomis p i ¢, calcular el polinomi p + q.

e donat un polinomi p, calcular el polinomi p' (derivada de p).

e donat un polinomi p, calcular el polinomi integral de p.
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5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

5.22
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e donat un polinomi p, calcular el grau del polinomi.

e donat un polinomi p i un real z, avaluar p(z).

e donats dos polinomis p i ¢, calcular el polinomi producte p * g.
Siguin a[1..N] i b[1..N] dues taules d’enters. Dissenyar un algorisme que calculi nombre de
parells (i,7) tals que a(i) + b(j) > 0.
Suposar després que a i b sén creixents, i intentar donar una solucié molt més eficient.

Dissenyar un algorisme que, donada una taula creixent de nombres enters a[1...N] i un nombre
enter k > 0, calculi el nombre de parells (4, j) tals que

1<i<j<n A a(j) —ali) <k

Dissenyar una funcié que donada una taula d’enters, determini si hi ha alguna posicié que
conté la suma dels elements de totes les posicions anteriors.

Dissenyar una funcié que donada una taula de [1..N] d’enters, determini si hi ha algun « entre
0 i N tal que la suma dels elements entre 1 i « coincideix amb la suma dels elements entre
a+1iN.

Un nombre natural de com a molt N digits es pot representar per una taula [0..N — 1]. El
digit de menys pes és el de la posicié 0 i el de més pes el de la posicié N —1. Si la representacid
és en base B, cada component de la taula conté un natural entre 0 i B — 1.

L’interés d’aquesta és que permet representar nombres molt més grans que els del tipus
predefinit sense provocar sobreeiximents, triant N prou gran.

Dissenyar algorismes que, amb naturals representats d’aquesta manera,

e calculi la suma de dos naturals, indicant si hi ha sobreeiximent.
e calculi la resta de dos naturals, indicant si hi ha error.

e donats naturals a i b, determinisia =b,a <boa > b.

Una taula esta “mitjanament ordenada” si per a tot element de la taula es compleix que el
seu valor és més gran o igual a la mitjana dels valors anteriors. Per exemple, la taula

1535465
estd mitjanament ordenada. En canvi, la taula
1535365

no ho esta degut al fet que la mitjana de 1 5 3 5 és més gran que 3. Dissenyar una funcié
que digui si una taula esta mitjanament ordenada.



Capitol 6

Ordenacid de taules

Els algorismes que segueixen ordenen de manera creizent taules d’enters. Els dos primers (inserci6 i
seleccid) son algorismes basics de complexitat quadratica, mentre que els dos tltims sén algorismes
avancats forca més eficients basats, com la cerca binarira, en Uestrategia dividir i véncer.

Tots els algorismes presentats en aquest capitol tenen la segiient especificacié:

accid ordenar (e/s t: taula [1..N] de enter)
{Pre: N >0}
{Post: t; € permut(te), ordenada(ts)}

Nomenclatura utilitzada en aquest capitol

La notacié t. it la fem servir per referir-nos als valors de la taula a I’entrada i la sortida de I’accid,
respectivament. Aquesta és una notacié que utilitzarem sovint en les especificacions d’accions que
tinguin parametres d’entrada/sortida.

La notaci6 = € permut(y) la fem servir per indicar que z i y sén taules del mateix tamany i que
el contingut de z és el mateix que el de y amb un possible canvi d’ordre dels seus elements. Direm
que T €s una permutacio de y.

El predicat ordenada(t) indica que els elements de la taula ¢ estan ordenats. Sino diem res més
al respecte, suposarem que estan ordenats creixentment.

Fent un abis de notacié, també farem servir predicats del segiient tipus:

ti-] < tlp-q]
que sera una abrevacié del predicat
Vi, r:i<k<jp<r<gq:tk] <tr]

o dit en llenguatge natural: “qualsevol dels elements de linterval t[i..j] és menor o igual que
qualsevol dels elements de Uinterval t[p..q]”. En particular, també podrem utilitzar la notacié

z < tfi..j]

quan només ens referim a un element.
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6.1 Ordenacié per insercié

L’ordenacié per insercié procedeix de manera molt similar a com ordenem un joc de cartes. El que
fa I'algorisme és, per cada element no ordenat, inserir-lo al lloc que li pertoca a la part ja ordenada
de la taula.

A continuacié presentem el raonament per a un algorisme iteratiu.

Invariant:

t € permut(t.), ordenada(t[l..i —1]), 1 <i< N +1
t1]¢[2] -~ tli—1] t[i] - t[N]

v

ordenada
e Condicié d’acabament: quan tota la taula estigui ordenada (i = N + 1).

e Cos del bucle: farem que hi hagi un element més ordenat a cada iteracié. Per aixé inserirem
l’element t[i] a lloc que li correspongui dins de ¢[1..i — 1], desplagant els elements més grans
un lloc cap a la dreta. A continuacid, incrementarem 1.

e Inicialitzacié. Al principi ja tenim al menys un element ordenat. Per fer valid I'invariant n’hi
ha prou en fer i = 2.

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié s’incrementa 7. Aixé garanteix que tard o d’hora
arribara a ser N + 1.

accio ordenar_insercié (e/s t: taula[l..N] de enter)

{Pre: N >0}

{Post: ts; € permut(te), ordenada(ts)}
var i: nat;
1 :=2;

{Inv: t € permut(t.), ordenada(t[1..i —1]), 1 <i< N 41}
mentre i # N + 1 fer
| inserir t[i] a t[1..i — 1];
1:=1+1;
fmentre;
faccio

Refinament de “inserir t[i| a t[1..i — 1)”

L’inserci6 de l'element t[¢] a l'interval ¢[1.. — 1] es fard iterativament, desplacant un element de
I'interval una posici6 a la dreta si és més gran que t[7]. Inicialment, s’'emmagatzemera ’ement #[i]
a una variable auxiliar z.

e Invariant: tindrem una part de 'interval desplacat una posicié cap a la dreta. Aquest sera el
subinterval ¢[j 4+ 1..i], on t[j] és ’element a tractar a la propera iteraci6. L’invariant és:

z<tlj+1.4),1<j<i
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e Condici6 d’acabament: Ens aturarem quan trobem un element que sigui més petit o igual
que z 0 quan arribem a l’inici de la taula. Per evitar ’avaluacié de la posici6 inexistent “0”
de la taula, ens aturarem una posicié abans. Aixi, la condicié d’acabament és:

j=2 v j-1<z

Aix6 comportard un tractament especial pel darrer element de la taula que s’haurd de fer fora
del bucle.

e Cos del bucle: donat que t[j — 1] > z, desplacem aquest element un lloc a la dreta
=t -1 i=5-1

e Inicialitzacio: extraiem l’element t[i] i el guardem a z. Inicialment, l'interval desplacat és
buit (j = i). Demostracié d’acabament: a cada iteracié es decrementa el valor de j. Aixé
garanteix que, en el pitjor dels casos, j arribara a valer 2.

refinament inserir t[i] a t[1..; — 1]

var j: nat; {Per recorrer la part ordenada de la taula}
z: enter; { Per emmagatzemar temporalment ’element a inserir}

x :=t[i); =1

{Inv: z<t[j+1.], 1<y <i}

mentre j #2 A t[j — 1] > z fer
thl=ti—-1;j:=7-1

fmentre;

=2V -1 <a}

sit[j — 1] < z llavors t[j] := z;

sino t[2] := t[1]; t[1] := x;

fsi;

L’anterior refinament es pot simplificar si utilizem una avaluacié “curtcircuitada” de la condicié
d’acabament, tal com es fan en lleguatges com C o Java. L’invariant tindria ara la condici6 57 > 1
en lloc de j > 1. Farem servir la notacié A, per denotar ’avaluacié curtcircuitada de la conjuncié.
Fl refinament quedaria com segueix:

refinament inserir t[i] a t[1..; — 1]
var j: nat, z: enter;
z :=1t[); j :=1;
{Inv: z<t[j+1.4], 1<j<i}
mentre j #1 A, t[j — 1] > = fer

il =t — 1) = — ;

fmentre;
t[j] == z;

Finalment es presenta 1’algorisme complet:
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accio ordenar_insercié (e/s t: taula[l..N] de enter)

{Pre: N >0}

{Post: t; € permut(te), ordenada(ts)}
var i: nat;
1= 2;

{Inv: ¢ € permut(te), ordenada(t[l..i —1]), 1 <i< N +1}
mentre i # N + 1 fer
var j: nat, x: enter;
z :=t[i]; j :=1;
{Inv: z<t[j+1.14], 1<j5<1i}
mentre j #1 A, t[j — 1] > = fer
thl =t -1 =71

fmentre;
tjl =z;i =04+ 1;
fmentre;

faccio

6.2 Ordenacid per selecci6

L’ordenacié per seleccié es basa en triar en cada moment ’element més petit de la part no ordenada
de la taula i situar-lo a continuacié dels elements ja ordenats. L’invariant és semblant al de la
ordenacié per insercié, pero afegint la condicié de que qualsevol element de la part ordenada és
més petit o igual que qualsevol element de la part no ordenada. Aixé fa que la part ordenada ja
no s’hagi de modificar més durant la resta de 1’algorisme.

e Invariant:

t € permut(t.), ordenada(t[l..i — 1]),¢[1..i — 1] < t[i..N], 1 <i < N

t[1] ¢[2] --- t[s — 1] t[i] --- t[N]
~ ~ - —_——
ordenada < no ordenada
Condici6 d’acabament: quan tota la taula estigui ordenada (; = N). Cal notar que la

ordenaci6é de linterval ¢[1..N — 1] ja implica la ordenaci’o de la tula sencera, donat que
Pelement ¢[N] no és més petit que I'element ¢{N — 1], segons l'invariant.

Cos del bucle: farem que hi hagi un element més ordenat a cada iteracié. Per aix6 cal cercar
Pelement més petit a linterval t[i..N] i posar-lo a la posicié i. L’element que estava a la
posicié 7 el podem posar al lloc on estava I’element minim. Una vegada fet aixd, podem
incrementar ¢ per fer valer I'invariant per una posicié més.

Inicialitzacié. Al principi no hi ha cap element ordenat (i = 1).

Demostracié d’acabament: a cada iteracié s’incrementa 7. Aixé garanteix que tard o d’hora
arribara a ser N.
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accio ordenar_seleccié (e/s t : taula[l..N] de enter)

{Pre: N >0}

{Post: t; € permut(te), ordenada(ts)}
var i: nat;
1 :=1;

{Inv: ¢ € permut(te), ordenada(t[l..i — 1]),
t[l.i—1] < tfi..N], 1 <i < N}
mentre i # N fer
var k: nat;

».

|k := “posici6 de I'element minim de t[i..N]”;
intercanvi (t[i], t[k]);
t:=1+1;
fmentre;
faccio

Per l'accié intercanvi es pot fer servir l’algorisme presentat a la Seccié 2.1 (pag. 8). Per a refinar
la cerca de I’element minim de I'interval ¢[i..N] es pot fer servir un algorisme semblant al descrit a
la Seccié 5.2 (pag. 37) per a calcular 'element maxim d’una taula. En aquest cas, el que cerquem
és la posicié on es troba I’element en lloc del valor de I’element.

Deixem pel lector el raonament d’aquesta part de I’'algorisme. A continuacié es presenta 1’algo-
risme d’ordenacié per seleccié complet.

accié ordenar_seleccié (e/s t : taula[l..N] de enter)

{Pre: N >0}

{Post: t; € permut(te), ordenada(ts)}
var i: nat;
1 :=1;

{Inv: t € permut(t.), ordenada(t[l..i — 1]),
#l.i—1] < t[i..N], 1< i< N}
mentre i1 # N fer
var k,j: nat;
k:=14j5:=1+1
{Inv: t[k] =min(t[i.j —1]), i<j<N+1}
mentre j # N + 1 fer
si t[j] < t[k] llavors k := j; fsi;
J=7+1
fmentre;
intercanvi (t[i], t[k]);
1:=1+1;
fmentre;
faccio

6.3 Quick sort

L’algorisme d’ordenacié rapida o quicksort es basa en la idea de dividir la taula en dues parts al
voltant d’un element anomenat pivot, garantint que els elements d’una de les parts siguin tots ells
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inferiors al pivot, i que els elements de 1’altra part siguin tots ells superiors al pivot. A continuacié
es procedeix recursivament a ordenar cadascuna de les parts.
El segiient grafic mostra un exemple de l'estrategia utilitzada.

61859746726
|
particié
}
45261[6]79768
N———— N—— ——

gsort gsort
{ {

——— ———
12456667789

En primer lloc, donarem ’especificacié de ’algorisme de particié per poder-lo utilitzar en el
raonament de 1’algorisme de quicksort.

accio particié (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat; sort k: nat)
{Pre: N>0,1<i<j<N}
{Post: ts[i..j] € permut(t[i..j]), i < k <j, tli..k — 1] < t[k] <t[k + 1..5]}

I ara V’especificacio de 'algorisme gsort. Cal notar que en aquesta especificacié es permet cridar
a gsort amb intervals buits (i > j).

accid gsort (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat)
{Pre: N>0,1<i<N+1,0<j<N}
{Post: t4[i..j] € permut(t.[i..j]), ordenada(t[i..j])}

Raonament recursiu de gsort

e Cas senzill: quan l'interval a ordenar sigui buit o només tingui un element (i > j), no caldra
fer res.

e Cas recursiu (7 < j): cal partir 'interval en dos trogos de tal manera que els elements del
subinterval de I’esquerra siguin menors o iguals que els elements del subinterval de la dreta.
Després cal ordenar cadascun d’ells.

e Demostracié d’acabament: cadascun dels trocos partits és més petit que el trog original. En
algun moment s’arribara a trogos buits o d’un element.

accié gsort (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat)
{Pre: N>0,1<i<N+1,350<j<N}
{Post: t4[i..j] € permut(t.[i..j]), ordenada(t[i..j])}
var k: nat;
sii < j llavors
particié (t, i, j, k);
gsort (t, i, k—1);
gsort (t, k+1, j);
fsi;
faccio
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Unicament resta dissenyar 1’accié principal d’ordenacié que crida a gsort:

acci6 ordenar (e/s t: taula [1..N] de enter)

{Pre: N >0}

{Post: t; € permut(te), ordenada(ts)}
gsort (t,1,N);

faccio

Raonament iteratiu de particio

Per a fer la particid, triarem com a element pivot el primer de l'interval, ¢[i], i desglosarem 1’algo-
risme en dos parts:

1. Partir l'interval ¢[i..j] en dos subintervals, ¢[i..k] i t[k + 1..5], tal que ¢[i..k] < t[i] < t[k+1..j].
2. Posar el pivot, t[i] a la posicié k& de l'interval

Cal indicar que la segona, part de I'algorisme és necessaria per garantir un acabament de gsort.
En posar el pivot a la posicié k, podem reduir la ordenacié als intervals t[i..k — 1] i t[k + 1..j],
garantint que les dues parts sén més petites que 'interval original.

Per resoldre la primera part (iterativa) de ’algorisme farem servir un invariant descrit pel
segiient diagrama:

ti] - tfk] tk+1] - tg] tlg+1] - t]j]
< 1[i > 1[i]

e Invariant:
i <k <q<yj, tfi.k] <ti] <tlg+1.7]

Aquest invariant descriu la situacié on els extrems esquerra i dret de l'interval jan han estat
classificats i on només ens queda el subinterval del mig, t[k + 1..q], per classificar.

e Condicié d’acabament: quan tots els elements hagin estat classificats (k = g).

e Cos del bucle: a cada iteracié classificarem I’element t[g]. Si és més petit que t[i], I'inter-
canviarem amb l’element ¢[k + 1], altrament el deixarem on esta. En ambdés casos, un dels
subintervals classificats creixera, és a dir, caldra incrementar k o decrementar q.

e Inicialitzacié: per a complir I'invariant, n’hi ha prou amb tenir k =i i ¢ = 7, és a dir, només
lelement ¢[i] ha estat classificat.

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié s’incrementa k£ o es decrementa q. Per tant, en
algun moment es trobaran i es complira la condicié d’acabament (k = q).
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accio particié (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat; sort k: nat)
{Pre: N>0,1<i<j<N}
{Post: ts[i..j] € permut(t[i..j]), i < k <j, tli..k — 1] < t[k] < t[k + 1..5]}
var q: nat;
k:=1;q:=j;
{Inv: i<k<q<y, tfi.k] <t[i] <tlg+1..5]}
mentre k # q fer
si t[q] < t[i] llavors
intercanvi (t[k + 1], t[q]); k := k + 1;
sino
g:=q—1
fsi;
fmentre;
{Ara posem el pivot a la posicié k}
intercanvi (t[i] t[k]);
faccio

L’algorisme que s’ha presentat per a fer la particié de I'interval pot derivar-se amb un raonament
relativament senzill. Tot i aix0, hi ha altres versions una mica més complicades que redueixen el
nombre d’intercanvis a realitzar i, per tant, sén més eficients.

6.4 Fusid de taules ordenades

Dissenyar una funcié que rebi dues taules ordenades i retorni una altra taula que sigui la fusié
ordenada de les dues taules.

Especificacio

funcié fusié (A: taula[l..N] de enter; B: taula[l..M] de enter)
retorna C': taula[l..N+M] de enter

{Pre: N >0, M >0, ordenada(A), ordenada(B)}

{Post: C € permut(A U B), ordenada(C)}

Solucid iterativa

La solucié que es presenta aqui realitzar la fusié en dues fases:
1. Fusiona elements de A i de B fins exhaurir els elements d’una de les taules.
2. Afegir els elements de la taula no completada.

D’aquesta manera, la primera fase resulta més senzilla. En aquesta seccié només presentarem
el raonament iteratiu per a la primera fase i comentarem la segona fase. L’invariant de la primera
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queda il-lustrat amb la segiient figura.

All] - A[i—1] Af] --- A[N]

~ ~

fus;(;nat
B[] - -+ B[j—1] B[] -+ B[M]
fus;(;nat
C[] «++ +++ vov o Cli4+j—2] Cli+j—1] --- C[N+ M]

~ ~

permut(A[1..i — 1] U B[1..j — 1])

En tot moment, haurem fusionat uns quants elements de A i de B (els més petits) i els haurem
posat ordenadament a C. Per progressar caldra agafar ’element més petit, triat entre A[i] i B[j],
i posar-el a la posicié C[k].

e Invariant:

C[1..k — 1] € permut(A[1..; — 1] U B[1..j — 1]), ordenada(C|1..k — 1])
Cll.k—1] < A[i..N], C[l.k—1] < B[j.M], k=i+j—1

e Condicié d’acabament: quan tots els elements d’alguna de les taules ja hagin estat fusionats
(t=N+1V j=M+1).

e Cos del bucle: caldra triar ’element més petit entre A[i] i B[j] per posar-el a C[k]. Per
mantenir 'invariant caldrd incrementar els indexos corresponents.

e Inicialitzacié: al comengament no hi ha res fusionat (i = j = k = 1).

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié agafem un element de A o de B. Tard o d’hora
s’exhauriran els elements d’una de les taules.
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funci6 fusié (A: taula[l..N] de enter; B: taula[l..M] de enter)
retorna C': taula[l..N+M] de enter
{Pre: N >0, M > 0, ordenada(A), ordenada(B)}
{Post: C € permut(A U B), ordenada(C)}
var i, j, k: nat;
1:=17:=1Lk:=1
{Inv: CIJl..k —1] € permut(A[l..i — 1] U B[1..j — 1]), ordenada(C|l..k — 1])
C[l..k — 1] < A[i..N], C[1..k — 1] < B[j..M]}
mentrei < N A j < M fer
si Ali] < B[j] llavors C[k] := A[i]; i := 1+ 1;
sino C[k] := B[j]; j =7+ 1;
fsi;
k=k+1;
fmentre;

{Comengament de la segona fase}
{Inv AN i=N+1V j=M+1)}
mentre i < N fer

Clkl :=A[i;i =i+ 1L k:=k+1;
fmentre;

{Inv A i=N+1}
mentre j < M fer

Clkl :==B[jl;7=7+1k:=k+1;
fmentre;

{(Inv Ni=N+1 A j=M+1) = Post}
retorna C;
ffuncio

Cal notar que la segona fase té dos bucles, perd només un d’ells executarad alguna iteracié donat
que una de les taules ja haura estat fusionada completament. Els bucles de la segona fase només
fan una copia dels elements no fusionats a la taula C.

6.5 Ordenacié per fusié (merge sort)

L’ordenacié per fusié o merge sort es basa en la idea de dividir la taula en dues parts que ordenem
per separat, i que a continucié fusionem. El procés d’ordenacié de les parts és recursiu, mentre que
es procedeix iterativament a 1’hora de fusionar.

Per a realitzar aquesta ordenacio, utilitzarem un algorisme de fusié de taules molt semblant al
presentat a I’anterior seccié. Per aquesta raé no es descriura el raonament corresponent a la fusié
i inicament es presentard una adaptacié de I’algorisme pel cas del merge sort. La caracteristica
principal d’aquest algorisme, que anomenarem fusid_local és que la fusié es realitza sobre el mateix
interval a ordenar. Tot i aixd, cal una taula auxiliar. L’especificacié de fusid_local és la segiient:
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acci6 fusié_local (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i,k, j: nat)
{Pre: N >1,1<i<k<j<N, ordenada(ti..k]), ordenada(t[k + 1..5])}
{Post: t4[i..j] € permut(t.[i..j]), ordenada(t[i..j]) }

A continuacié detallem I'especificacié de ’accié principal del merge sort, que és idéntica a la del
quick sort.

accio merge_sort (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat)
{Pre: N>0,1<i<N+1,0<j<N}
{Post: t,[i..j] € permut(t.[i..j]), ordenada(t[i..j])}

Fl segiient grafic mostra un exemple de l'estrategia utilitzada.

61859746726

merge_sort merge_sort

{ |

~

568924667
|

(1—)
\~1/

fusié_local

!
1245666778

)

Raonament recursiu de merge sort

e Cas senzill: quan l'interval a ordenar sigui buit 0 només tingui un element (i > j), no caldra
fer res.

e Cas recursiu (i < j): cal partir Uinterval en dos trogos, ordenar casdascun d’ells i fusionar-los.

e Demostracié d’acabament: cadascun dels trocos partits és més petit que el trog original. En
algun moment s’arribara a trogos buits o d’un element.

accio merge_sort (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i, j: nat)
{Pre: N>0,1<i<N+1,0<j<N}
{Post: t,[i..j] € permut(t.[i..j]), ordenada(t[i..j])}
si i < j llavors
var k: nat;
k:=(Gi+j)div2;
merge_sort(t, i, k);
merge_sort(t, k+ 1, j);
fusié_local (t, i, k, j);
fsi;
faccio
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Fusié de subintervals adjacents

Finalment només resta dissenyar 1’accié fusid_local que fusiona dos subintervals adjacents i ordenats.
El raonament iteratiu pel disseny d’aquesta accié és molt similar al de la funcié fusid presentada
a lanterior secci6 (pag. 56). Per aquesta raé no el descriurem aqui. En el cas de la fusid_local cal
deixar el resultat a la mateixa taula. Per aquesta rad cal declarar una taula auxiliar i afegir una
fase de copia al final de la fusié.

acci6 fusié_local (e/s t: taula[l..N] de enter; ent i,k, j: nat)
{Pre: N >1,1<i<k<j<N, ordenada(ti..k]), ordenada(t[k + 1..5])}
{Post: t4[i..j] € permut(t.[i..j]), ordenada(t[i..j]) }
var z: taula[l..N] de enter; {taula auxiliar per a la fusié}
p,q,r: nat; {indexos de taules per a la fusié}

{Primera fase: fusié fins exhaurir un dels intervals}
p:=tq:=k+1;r:=1
mentrep <k A q<j fer
si t[p] < t[q] lavors z[r] :=t[p|; p :=p+1;
sino z[r| :=tlg]; ¢ == q+ 1;
fsi;
r:=r4+1;
fmentre;

{Segona fase: afegit dels elements restants}
mentre p < k fer

z[r] =t r:=r+Lp:=p+1;
fmentre;
mentre q < j fer

z[r] :=tlglir:=r+1;q:=q+1;
fmentre;

{Tercera fase: copia de la taula auxiliar a la taula original}
pi=i;
mentre p < j fer
tlp] := alpl; p :=p+ 1;
fmentre;
faccio

6.6 Problemes

6.1 Dissenyar una variant de I’ordenacié per selecci6 on a cada iteracié de ’algorisme es seleccionin
els elements minim i maxim i es posin al principi i al final de la part no ordenada.

6.2 Donada una taula ¢ de [1..N] d’enters i un enter z, dissenyar un algorisme que la reorganitzi
de tal manera que primer apareguin tots els elements més petits que z, despres tots els iguals
a z i finalment tots els més grans. Les dues tniques operacions possibles sobre la taula sén
la consulta i I'intercanvi. Intentar que funcioni en temps proporcional a N i no a N2.
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6.3 Donada una taula v[1..N] d’enters, es pot extraure una seqiiéncia creixent de la segiient
manera:

e L’element v[1] és el primer element de la seqiiéncia

e L’element de la seqiiéncia que segueix a v[i] és v[j] tal que j és I’element més proper a
i, amb j >4, i v[j] > v[i].

Exemple: donada la taula
13285487 128

la sequéncia creixent que s’extrauria seria
1388 12

Dissenyar una accié que reordeni els elements d’una taula d’enters de tal manera que la
seqiiéncia creixent quedi emmagatzemada ordenadament a I’esquerra de la taula i la resta
d’elements quedin a la dreta de la taula (no necessariament ordenats).

6.4 Dissenyar 'accié particid de Palgorisme de quick sort (pag. 54) amb el seglient invariant:

{Inv: i<k<gq<j, tfi.k] <tli] <tlk+1.q}

6.5 Modificar 1'algorisme d’ordenacié per seleccié (pag. 51) de tal manera que la taula contingui
una permutacié del seu contingut original, amb la part esquerra ordenada amb només una
instancia de cada element i la part dreta, sense ordenar, amb els elements repetits. Per
exemple:

original: 8 3 5 8 9 5 6 5 7 2 7 1 2 3

ordenada: 1 2 3 5 6 7 8 9 5 3 7 5 8 2

ordenada repetits
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Capitol 7

Matrius

En aquest capitol es presenten algorismes basics d’algebra lineal que treballen principalment sobre
matrius. Sovint, es fara servir la senténcia “per” en les iteracions dels algorismes. Aquesta senténcia
és forca apropiada per a fer recorreguts sobre els elements de vectors i matrius.

A efectes de raonar amb senténcies iteratives de tipus “per”, considerarem que els segiients
fragments tenen un comportament equivalent:

i :=inf; 1 :=1inf —1;
per i := inf fins sup fer mentre i < sup fer mentre i < sup fer
S; S; i:=i+1; t:=1+1; S;
fper fmentre; fmentre;

(a) (b) (c)
Per que aixo sigui aixi, hem de considerar que

e La senténcia S no modifica la variable 1.

e El valor de la variable i és desconegut en acabar el bucle i, per tant, no el podem fer servir
en la postcondicié.

Quan es doni el cas que inf > sup, no s’executard cap iteracié del bucle. Usualment, raonarem
amb aquests bucles fent servir 'equivaléncia (b) amb el seglient tipus d’invariant:

{Inv: S’ha fet el tractament S per als elements inf..i — 1, inf <1i < sup + 1}
per i := inf fins sup fer

S;
fper

Un avantatge dels bucles “per” és que ’acabament queda garantit per la propia semantica i,
per tant, no cal demostar-lo. La inicialitzacié de ’index del bucle també és quelcom que ve implicit
amb la propia semantica. EI cos del bucle correspon normalment al tractament de ’element 4,
incloent les instruccions que fan que l'invariant es compleixi per un element més de I'estructura
tractada.

7.1 Producte escalar

Dissenyar un programa que calculi el producte escalar de dos vectors, amb la segiient especificacié:

61
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funcié prod_escalar (a,b: taula [1..N] de enter) retorna p:enter
{Pre: N >0}

N
{Post: p= Z alk] - blk]}

k=1

L’invariant es pot obtenir amb una generalitzacié de la postcondicié,

1
p= ) alk]-bk], 1<i<N+1
k=1

.
|

donant lloc al segiient algorisme.

funcié prod_escalar (a,b: taula [1..N] de enter) retorna p:enter
{Pre: N >0}
N

{Post: p= Z a[k] - blk]}
k=1
var i: nat;
p:=0;
i—1
{Inv: p= Za[k]-b[k], 1<i<N+1}
k=1
per i:=1 fins N fer
p = p+ ali] * bli];
fper;
retorna p;
ffuncio

7.2 Suma de matrius

La suma de matrius te s segiient especificacié:

funcié suma (A, B: taula [1..N,1..M] de enter) retorna C:taula [1..N,1..M] de enter
{Pre: N >0, M > 0}
{Post: C = A+ B}

on l'operacié “+” significa “suma de matrius”. Com ja se sap d’algebra lineal, la suma de matrius
es realitza element a element de tal manera que

Cli,j] = Ali, j] + Bli, ]

El recorregut dels elements de la matriu es pot fer de diverses maneres. Probablement, la més
natural és aquella que fa un recorregut per files i, dins de cada fila, un recorregut per columnes’.

D’aquesta manera es pot derivar un invariant que caracteritza el recorregut per files:

Clli—1,4] = A[li—1,#] + B[l.i—1,%, 1<i< N +1

1E]l mateix tipus de recorregut es pot fer per columnes i files dins de cada columna.
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que ens diu que s’ha realitzat la suma per a tots els elements de les files 1..; — 1. El simbol ‘¥’
representa tots els elements d’aquella dimensié. En aquest cas en concret, ‘x’ representa 1..M. Dins
del tractament de cada fila hi ha un tractament per columnes implementat per un altra bucle amb
el segiient invariant:

Cli,1.j —1] = A[i,1..j —1] + B[i,1..j — 1], 1 <j < M +1

que ens diu que s’han tractat les columnes 1..5 — 1 dins la fila ¢. Aix0 ens porta a un algorisme com
el que segueix.

funcié suma (A, B: taula [1..N,1..M] de enter) retorna C:taula [1..N,1..M] de enter
{Pre: N >0, M > 0}
{Post: C = A+ B}
var i,j: nat;
{Inv: C[li—1,4=A[l.i—1,%+B[li—1%, 1<i<N+1}
per i:=1 fins N fer
{Inv: Cli,1.j—1]=A[,1.5—1]+B[i,1.j—1], 1<j<M+1}
per j:=1 fins M fer
Cli, 4 == Al §] + Bli, j];
fper;
fper;
retorna C;
ffuncié

7.3 Matriu transposta

L’especificacié de I’algorisme és

accio6 transposar (e/s A: taula [1..N,1..N] de enter)
{Pre: N >0}
{Post: A; = AT}

on AT representa la transposicié de la matriu A. La transposicié es realitza mitjancant Iintercanvi
dels elements A[z, j] amb els elements A[j, 7.

El recorregut dels elements es pot realitzar tal com mostra la Figura 7.1, utlitzant dos bucles per
visitar cada una de les dimensions i tenint en compte que només els elements per sota la diagonal
han de ser intercanviats amb els elements de sobre la diagona. Aixo dona lloc als invariants i
algorisme que es presenten a continuacio.
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Figura 7.1: Recorregut de la matriu per a fer la transposicié.

acci6 transposar (e/s A: taula [1..N,1..N] de enter)
{Pre: N >0}
{Post: A; = AL}
var i,j: nat;
{Inv: S’han transposat les files 2..i — 1 amb les columnes 2..i — 1,1 <i < N + 1}
per i:=2 fins N fer
{Inv: S’han transposat els elements A[i,1..j — 1]
amb els elements A[1..j —1,i], 1 < j <}
per j:=1 fins ¢ — 1 fer
intercanvi (Ali, ], Al4,1]);
fper;
fper;
faccio

7.4 Matriu simetrica

Dissenyar una funcié amb la segiient especificacié:

funcié simétrica (A: taula [1..N,1..N] de enter) retorna sim: boolea
{Pre: N >0}

{Post: sim = “A és simeétrica”}

Una matriu és simetrica si es compleix la segiient propietat:
Vi,j: 1<i<N A 1<j<N :A[ij] = A[j,i

Tot i que el quantificador V ens podria portar a pensar que s’ha de realitzar un recorregut per
tots els elements de la matriu, 'algorisme que cal dissenyar es correspon millor a una estratégia de
cerca: cal cercar un element A7, j] tal que Afi, j] # Alj,1].

La cerca es pot desglosar de la seglient manera:

e Cerca d’una fila que contingui algun element no simetric.

e Cerca, dins d’una fila, d’un element no simeétric
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Aix0 dona lloc a una estructura amb dos bucles imbricats. El primer d’ells té 'invariant:
Les files 1..2 — 1 sén simeétriques, =fs = la fila 4 no és simetrica

on fs és una variable booleana que controla la cerca. De manera semblant, dins de cada fila ¢ es
pot derivar un invariant que caracteritza la cerca de la columna d’algun element no simeétric:

Les columnes 1..7 — 1 sén simeétriques, —cs = la columna j no és simeétrica

on cs és una variable booleana que controla la cerca dins de la fila.

El raonament associat a aquests invariants és molt semblant al de la cerca en taules (veure
Secci6 5.4, pag. 40), i no es descriura aqui. Cal notar que la condicié d’acabament del bucle més
imbricat conté la condicié j < i. Aixo és degut a que, de manera semblant a la transposicié de
matrius (veure Figura 7.1), només cal comparar cada element per sota de la diagonal amb ’element
corresponent de sobre la diagonal. L’algorisme resultant és el que segueix.

funcié simétrica (A: taula [1..N,1..N] de enter) retorna sim: boolea
{Pre: N >0}
{Post: sim = “A és simétrica”}
var i, j: nat; fs, cs: boolea;
1 := 2; fs := cert;
{Inv: Les files 1..i — 1 sén simétriques, —~fs = la fila i no és simétrica}
mentrei < N A fs fer
j = 1; cs := cert;
{Inv: Les columnes 1..j — 1 sén simétriques, ~cs = la columna j no és simétrica}
mentre j <1 A cs fer
si Ali, j] # Alj,i] llavors cs := fals;
sino j :=j+1;
fsi;
fmentre;
si —c¢s llavors fs := fals;
sinoi :=1+1;
fsi;
fmentre;
retorna fs;
ffuncio

I’anterior algorisme es pot millorar tenint en compte dos fets:
e Les variables fs i ¢s tenen funcions semblants i poden ser compartides pels dos bucles.

e La funciona no necessita conéixer exactament on hi ha alguna asimetria, es a dir, els valors
de i i j al final dels bucles és irrellevant.

Amb aixé, es pot arribar a un algorisme una mica més eficient, on els invariants dels bucles s6n una,
mica més dificils de especificar. Deixem al lector la tasca de definir aquests invariants. L’algorisme
és el que segueix.
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funci6 simeétrica (A: taula [1..N,1..N] de enter) retorna sim: boolea
{Pre: N >0}
{Post: sim = “A és simétrica”}
var i, j: nat;
1 := 1; sim := cert;
mentre: < N A sim fer
J=1
mentre j <1 A sim fer
sim := A[i, j] = Alj, ;
J=J+L
fmentre;
1:=14+1;
fmentre;
retorna sim;
ffuncié

7.5 Cerca en matriu ordenada

Volem dissenyar un algorisme que faci la cerca d’un element en una matriu ordenada. L’ordenacié
ens ve donada per files i per columnes, és a dir, ’element A[i+1, j] és més gran o igual que ’element
Ali, 7] i Pelement Afz, j + 1] és més gran o igual que l'element A[i, j]. L’especificacié és la segiient:

funcié cerca_ordenada (A: taula [1..N,1..M] de enter; x : enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat, j:nat)
{Pre: N >0, M >0,
Vi,j:1<i<N,1<j<M:Alij<Ali+1,5],
Vi,j:1<i<N,1<j<M:Alij]<Alij+1]}
{Post: trobat & z € A, trobat = A[i,j| =z}

El fet que la matriu estigui ordenada ens permet proposar un algorisme de complexitat propor-
cional a N + M, en lloc de la complexitat proporcional a N - M que obtindriem amb una cerca
convencional. L’invariant que ens permet fer una cerca eficient és el seguent:

z €A e All.d,j..M], trobat = Ali,j] ==

Aquest invariant ens diu que la pertenenca a la matriu es pot reduir a la pertenenca a una submatriu.
La seglient figura il.lustra 'invariant per a una matriu concreta on s’esta fent la cerca de ’element

xz = 8.
N

J
1 45 7 10 12| 1
2 5|8 9 10 13
6 7 (10 11 12 15| ¢
9 11 13 14 17 20
11 12 19 20 21 23
13 14 20 22 25 26

El raonament amb aquest invariant és el segiient:
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e Condicié d’acabament: quan es troba I’element (¢robat) o bé quan no es pot trobar (la sub-
matriu és buida: 1 <1 V j > M).

e Cos del bucle: cal comparar ’element a cercar amb ’element inferior dret (A[i,j]) de la
submatriu. Poden passar tres coses:

— Ali, j] = z. En aquest cas, ja hem trobat 1’element.

— Ali,j] > z. En aquest cas sabem que cap element de la fila ¢ podra ser igual a z. Per
tant, podem reduir la submatriu en una fila.

— Ali,j] < z. En aquest cas sabem que cap element de la columna j podra ser igual a z.
Per tant, podem reduir la submatriu en una columna.

e Inicialitzacié. Al principi, la submatriu que pot contenir ’element és tota la matriu (7 = 1,
j = M). La variable trobat cal inicialitzar-la a fals per que l'invariant sigui valid.

e Demostracié d’acabament. A cada iteraci6 en la que no s’ha trobat ’element, s’elimina
una fila o0 una columna de la submatriu. Aixd no pot executar-se infinitament sense que la
submatriu acabi essent buida.

funcié cerca_ordenada (A: taula [1..N,1..M] de enter; x : enter)
retorna (trobat: boolea, i: nat, j:nat)
{Pre: N >0, M >0,
Vi,j:1<i<N,1<j<M:Af 5] <A[i+1,7],
Vi,j:1<i<N,1<j<M:A[lj <A[ij+1]}
{Post: trobat & = € A, trobat = Ali,j] =z}
1 := N; j := 1; trobat := fals;
{Inv: z€ A ze Al j.M], trobat = A[i,j| =z}
mentre —~trobat N i >1 A j < M fer
si Ali,j] < z llavors j :=j + 1;
sinosi Ali, j| > = llavors i := i — 1;
sino trobat := cert;
fsi;
fmentre;
retorna (trobat, i, j);
ffuncié

Cal notar que la definicié de la submatriu és important en aquest algorisme. El lector podra
comprovar que no totes les definicions de submatrius sén apropiades per a fer I’algorisme eficient.
Per exemple, si agafessim el segiient invariant:

r€As e Al l.j], trobat = Ali,j] ==

la cerca no es podria realitzar amb temps proporcional a N + M. Deixem que el lector trobi algun
altre invariant que permeti fer la cerca eficient.

7.6 Multiplicacié de matrius

Volem dissenyar una funcié amb la segiient especificacio:
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funcié multiplicacié (A: taula [1..N,1..M] de enter; B: taula [1..M,1..P] de enter)
retorna C':taula [1..N,1..P] de enter

{Pre: N >0, M >0, P>0}

{Post: C =A-B}

Per a calcular C' = A - B cal realitzar tants productes escalars com elements té la matriu C.
En aquest algorisme farem servir els indexos 7, j i k per referenciar les dimensions [1..N], [1..M] i
[1..P], respectivament. El calcul que cal fer per a cada element de C és el segiient:

M
Cfi, Kl = 3 Ali, ) - BIj, K
j=1

L’algorisme proposat té tres bucles imbricats, cadascun d’ells associat a un dels indexos de
la multiplicacié. Els dos primers bucles fan un recorregut pels elements de la matriu C. Per a
cada element es fa un producte escalar (veure Seccié 7.1, pag. 61). L’algorisme resultant és el que

segueix.

funcié multiplicacié (A: taula [1..N,1..M] de enter; B: taula [1..M,1..P] de enter)
retorna C':taula [1..N,1..P] de enter
{Pre: N >0, M >0, P>0}
{Post: C =A-B}
var i, j, k: nat;
{Inv: C[l.i—1,%]=A[1l.i—1,%-B,1<i<N+1}
per i:=1 fins N fer
{Inv: CJi,1..k — 1] = A[i,*] - B[x,1.k —1], 1<k < P+1}
per k:=1 fins P fer
var prod: enter;
{Calculem el producte escalar A[i,*] - B[, k]}
prod := 0;
{Inv: prod =A[i,1..j —1]-B[l..j —1,k], 1 <k< M +1}
per j := 1 fins M fer
prod := prod + Ali, j] * B[j, kl;
fper;
Cl[i, k] := prod;
fper;
fper;
retorna C;
ffuncié

7.7 Problemes

7.1 Dissenyar un algorisme que, donada una matriu N x N d’enters, determini si tots els seus
elements son diferents de zero.

7.2 Escriure un algorisme que determini, per a una matriu a amb n files i m columnes, el nombre
de components negatives.

7.3 Escriure tres algorismes que, donada una matriu quadrada a d’ordre N X N comprovin si és:
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1. simetrica (a;; = aj; per a tot i,7);
2. triangular (a;; = 0 per a tot i < j);
3. diagonal (a;; = 0 per a tot i # j).

Dissenyar-ne versions amb dues iteracions i amb una sola iteracié.

7.4 Dissenyar una funcié que comprovi que una matriu quadrada d’ordre N, representada en una

taula ¢, és un quadrat magic. Una matriu és un quadrat magic si es donen les tres condicions
seguents:

— La suma S dels elements d’una fila és idéntica per a totes les files.
— La suma dels elements de qualsevol columna també és S.

— La suma dels elements de les dues diagonals principals és S.

La funcié ha de retornar cert si ¢t és un quadrat magic, i fals en cas contrari.
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Capitol 8
Sequencies

En aquest capitol es presenta un model abstracte per a tractar seqiiencies i algorismes basics sobre
seqiiencies.
8.1 Operacions amb seqiiéncies

A continuacié s’especifiquen les operacions que es poden realitzar sobre les seqiiéncies. Per a
representar I’estat d’una seqiiéncia utilitzarem la segiient nomenclatura:

81 - Sk*l .§k Snl
pe(s) pd(s)

on pe(s) representard la part tractada de la seqiiéncia (part esquerra) i pd(s) la part per tractar
(part dreta). El primer element de pd(s) sera al que s’accedira cada vegada que es faci una lectura.
S’arribara a final de seqiiéncia quan pd(s) = 0.

Sovint necessitarem raonar sobre ’acabament d’un algorisme en termes de la longitud de la
seqiiencia o d’una part de la seqliencia. Es fard servir la nomenclatura |s|, |pe(s)| i |pd(s)| per
indicar longituds d’aquestes parts.

L’execucié d’una operacio en una seqiiéncia quan es troba en un estat que no compleix la pre-
condicié de 'operacié suposara un error d’execucié. Alguns exemples de errors serien els segiients:

e Cridar a actual(s) o avangar(s) quan es compleix fi_seq(s).

e Fer una operacié de lectura quan s no esta oberta per a lectura.
e Tancar una sequeéncia quan no esta oberta.

e Obrir una seqiiéncia quan encara esta oberta.

Es important destacar que en una sequencia només es poden realitzar operacions de lectura o
d’escriptura, perdo no d’ambdues a la vegada. El tipus d’operacions a realitzar dependra de com
s’hagi obert la seqiiéncia (obrir_lectura o obrir_escriptura). L’operacié de tancar una seqiiéncia
és comuna, a tots dos modes d’accés. L’especificacié de totes les operacions sobre seqiiéncies es
presenta a continuacid, on es fa servir el tipus genéric T per indicar el tipus de dades dels elements
de la sequencia.
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OPERACIONS PER A LECTURA

accio obrir_lectura (e/s s: seq de T)
{Pre: s esta tancada}
{Post: s esta oberta per a lectura, pe(s) = 0}

funcié fi_seq (s: seq de T) retorna f: boolea
{Pre: s esta oberta per a lectura}

{Post: f = (pd(s) =0)}

funci6 actual (s: seq de T) retorna x: T
{Pre: s esta oberta per a lectura, —fi_seq(s), s = pe(s) ® sy ---}
{Post: = = s}

accio avancar (e/s s: seq de T)
{Pre: s esta oberta per a lectura, —fi_seq(s), s = 81-+-Sg_1 ® SgSk+1 **}
{Post: s esta oberta per a lectura, s = S1 - Sk_15; ® Sp+1 -}

OPERACIONS PER A ESCRIPTURA

accio obrir_escriptura (e/s s: seq de T)
{Pre: s esta tancada}
{Post: s esta oberta per escriptura, s = e}

accio escriure (e/s s: seq de T; ent z: T)
{Pre: s esta oberta per escriptura, s = s1--- Sx®}
{Post: s esta oberta per a escriptura, s = sy --- s, T®}

OPERACIO PER A TANCAR

accio tancar (e/s s: seq de T)
{Pre: s esta oberta}
{Post: s esta tancada}

8.2 Comptar as en una frase

Dissenyar una funcié que compti el nombre de ‘a’s que hi ha en una seqiiéncia de caracters, amb
la seglient especificacié:

funcié comptar_as (s: seq de caracter) retorna n: nat
{Pre: s esta tancada}
{Post: n = “nombre de as que hi ha a s”}

El raonament per a un disseny iteratiu podria ser com aquest:
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e Invariant: n conté el nombre de ‘a’s que hi ha a pe(s).

81 -+ Sk—1 ® S --- Sp

N J

~

n=+# as pd(s)
e Condicié d’acabament: fi_seq(s). Aixd fard que al final n tingui el nombre de as de tota la
seqiiencia.

e Cos del bucle: cal examinar 1’element actual de s. En el cas que sigui una ‘a’, cal incrementar
n. En qualsevol cas, cal avancar per mantenir I’invariant.

e Inicialitzacié: cal obrir la seqiiéncia per lectura (pe(s) sera buida) i definir n = 0 (no hi ha
cap ‘a’ a pe(s)).

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié s’avanca i, per tant, |pd(s)| decreix. En algun
moment arribara a ser zero i fi_seq(s) sera cert.

funcié comptar_as (s: seq de caracter) retorna n: nat
{Pre: s esta tancada}
{Post: n = “nombre de as que hi ha a s”}
obrir_lectura (s);
n = 0;
{Inv: n = “nombre de as que hi ha a pe(s)”}
mentre —fi_seq (s) fer
si actual (s) = ’a’ llavors n :=n + 1; fsi;
avancar (s);
fmentre;
tancar (s);
retorna n;
ffuncio

8.3 Comptar paraules en una frase

S’ha de dissenyar una funcié que compti el nombre de paraules d’una sequéncia de caracters, amb
la seglient especificacié:

funcié comptar_paraules (s: seq de caracter) retorna n: nat
{Pre: s esta tancada}
{Post: n = “nombre de paraules que hi ha a s”}

Considerarem que una paraula és qualsevol fragment de la seqiiéncia que no conté cap blanc
(que representarem per ;) i que estd precedida i seguida d’algun ;. Eventualment, la primera
paraula pot no estar precedida de , i la darrera paraula pot no estar seguida de ;.

Aixi, el segiient texte té cinc paraules:

‘ La taulay  ésde  fusta

igual que el segiient texte:
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UuLautaul&uuuéSuu deufustauuuu

El problema a resoldre es fa més senzill si observem propietat que hi han tantes paraules com
comencaments de paraula. I un comencament de paraula el podem detectar quan trobem dos
caraacters adjacents on el primer és |, i el segon és diferent de ;. Només hi ha una excepcié en
aquesta propietat: la primera paraula pot no estar precedida per un ;. Aix0 ho tindrem en compte

en la inicialitzacié de 1'algorisme.

8.4

Invariant: n conté el nombre de comencaments de paraula trobats a pe(s), i ¢ conté el dar-
rer caracter de pe(s), que correspon al caracter llegit a la darrera iteracié. Al principi de
sequencia, ¢ =.

Condicié d’acabament: fi_seq(s).

Cos del bucle: Si tenim ¢ =, i actual(s) #;, llavors hem detectat un nou comencament de
paraula i cal incrementar n. A més, cal actualitzar ¢ amb el darrer caracter llegit i avancar.
Tot aixé fa que 'invariant es compleixi per a un element més de la seqiiéncia.

Inicialitzacié: cal obrir s per a lectura. Com que pe(s) és buida, cal fer n = 0. A més, posarem
¢ =, per contemplar el cas en que el primer caracter de la seqiiencia no sigui |, i aixi poder
detectar D’inici de la primera paraula. Aixd ho podem fer donat que ’afegiment de caracters
U a l’inici del texte no canvia el seu nombre de paraules.

Demostracié d’acabament: a cada iteracié s’avanga i es decrementa |pd(s)|. En algun moment
es fard zero i fi_seq(s) sera zero.

funcié comptar_paraules (s: seq de caracter) retorna n: nat
{Pre: s esta tancada}
{Post: n = “nombre de paraules que hi ha a s”}

var c: caracter;

obrir_lectura (s);

n:=0;c:= "

{Inv: n = “nombre d’inicis de paraula que hi ha a pe(s)”,
|pe(s)] >0 = ¢ =“darrer caracter de pe(s)”,
pe(s)] =0 = c="0"}

mentre —fi_seq (s) fer

sic="" A actual (s) # ', llavors n :=n + 1; fsi;
¢ := actual (s);
avangar (s);

fmentre;

tancar (s);

retorna n;

ffuncioé

Mitjana dels elements d’una seqiiencia

Volem dissenyar una funcié que calculi la mitjana dels elements d’una seqiiéncia s d’enters. Quan
s no és buida, la mitjana es pot calcular com

n
m= l/n-Zsi
i=1
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on n = |s|. Quan |s| = 0, llavors definirem la mitjana com zero. L’especificacié de la funci6 és la
segiient:

funcié mitjana (s: seq de real) retorna m: real
{Pre: s esta tancada}
{Post: [s| >0 = m=1/|s|- 5., s,

|s|] =0 = m =0}

Per a calcular la mitjana n’hi ha prou en saber el nombre d’elements de s i la seva suma. Aixo
és el que caracteritzard l'invariant del bucle.

e Invariant: n = |pe(s)|, sum = E‘i}ii(s)‘ Si-
e Condicié d’acabament: fi_seq(s).

e Cos del bucle: cal incrementar n i sumar ’element actual a sum per mantenir 'invariant per
una, posicié més de la seqiiéncia.

e Inicialitzacié: per a fer valer 'invariant al principi cal obrir s per a lectura, n =01 sum =0
(donat que |pe(s)| = 0).

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié s’avanca una posicié i |pd(s)| decreix. Tard o
d’hora es fara zero i fi_seq(s) sera cert.

funcié mitjana (s: seq de real) retorna m: real
{Pre: s esta tancada}
{Post: [s| >0 = m=1/[s|- ), s,
|s|] =0 = m =0}
var n: nat; sum: real;
obrir_lectura (s);
n := 0; sum := 0;
{Inv: n = |pe(s)|, sum = Zyﬁ(s)‘ Si}
mentre —fi_seq (s) fer
sum := sum + actual (s);
n:=n+1;
avancar (s);
fmentre;
tancar (s);
{n=s|, sum = 5,7, s}
sin # 0 llavors m := sum/n; sino m := 0; fsi;
retorna m;
ffuncio

8.5 Cerca d’un element

Dissenyar una accié que cerqui un element en una seqiiencia s i s’aturi quan el trobi. En el cas que
no el trobi, 'accié ha d’arribar al final de la sequiencia. L’accié ha de deixar la seqiiéncia oberta
per a lectura i, en el cas que ’element hi sigui, actual(s) ha de tenir el valor de ’element cercat.
L’especificacié de I'accié és la segiient:
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accio cerca (e/s s: seqde T; ent z: T)
{Pre: s esta tancada}
{Post: s esta oberta, x € s = actual(s) =z, ¢ ¢ s = fi_seq(s)}

L’estrategia seguida per I’algorisme presentat és molt semblant a la de la cerca iterativa en una
taula (veure Seccié 5.4, pag. 40). L’invariant que s’utilitza en aquest cas és el segiient:

x & pe(s), trobat = (actual(s) = z)

i deixem que el lector dedueixi la resta del raonament que ens porta a la solucié iterativa.

accio cerca (e/s s: seq de T; ent z: T)
{Pre: s esta tancada}
{Post: s esta oberta, x € s = actual(s) =z, x ¢ s = fiseq(s)}
var trobat: boolea;
obrir_lectura (s); trobat := fals;
{Inv: =z ¢ pe(s), trobat = (actual(s) =z)}
mentre —fi_seq(s) A —trobat fer
si actual (s) = z llavors trobat := cert;
sino avancgar (s);
fsi;
fmentre;
faccio

8.6 Fusio de sequencies ordenades

L’algorisme presentat en aquesta seccié realitza la fusié de dues seqiiéncies ordenades i genera una
altra seqiiéncia ordenada que conté els elements de les dues anteriors. L’especificacié és com segueix:

funcié fusié (s1,s2: seq de enter) retorna s3: seq de enter
{Pre: sI,s2 estan tancades i ordenades creixentment}
{Post: s3 = s1 Us2, s3 esta tancada i ordenada creixentment}

on, en un abis de notacié, fem servir el simbol U per indicar “fusié”.

L’estrategia per a resoldre aquest problema és molt semblant a la utilitzada per fer la fusi6 de
dues taules ordenades (veure Secci6 6.4, pag. 54) i, per aquesta rad, no presentarem les justificacions
de T'algorisme iteratiu al voltant de 'invariant. Com en el cas de la fusié de taules, I’algorisme té
dues fases:

1. Fusié dels elements de s1 i s2 fins exhaurir una de les dues seqiiéncies.
2. Copia dels elements de I'altra sequeéncia.
L’invariant utilitzat a la primera fase és el segiient:
s8 = pe(s1) U pe(s2), s3 esta ordenada creixentment, s3 < pd(s1), s3 < pd(s2)

on la notacié s3 < pd(s!) s’utilitza per indicar que qualsevol element de s3 és més petit o igual
que qualsevol element de pd(s?).
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funcié fusié (s1,s2: seq de enter) retorna s3: seq de enter

{Pre: s1,s2 estan tancades i ordenades creixentment}

{Post: s8 = s1 Us2, s3 esta tancada i ordenada creixentment}
obrir_lectura (s1); obrir_lectura (s2); obrir_escriptura (s3);
{Inv: s8 = pe(s1) U pe(s2), s3 esta ordenada creixentment, s3 < pd(s1), s8 < pd(s2)}
mentre —fi_ seq(sl1) N —fi_seq(s2) fer

si actual (s1) < actual (s2) llavors
escriure (53, actual (s1)); avangar (sl);
sino
escriure (88, actual (s2)); avancar (s2);
fsi;
fmentre;

{Inv A (fiseq(sl) V fi_seq(s2))}
mentre —fi_seq(s1) fer

escriure (s8, actual (s1)); avangar (s1);
fmentre;

{Inv A fiseq(sl)}
mentre —fi_seq(s2) fer

escriure (s8, actual (s2)); avancgar (s2);
fmentre;

{Inv A fiseq(sl) A fi_seq(s2)}
tancar (s1); tancar (s2); tancar (s3);
retorna s3;

ffuncio

8.7 Problemes

8.1 Escriure un algorisme que, donada una seqiiéncia d’enters acabada en 0, decideixi si un valor
donat pertany a la seqiiéncia o no. Repetir el problema suposant que la sequencia és creixent.

8.2 Dissenyar un algorisme que, donada una seqiiencia d’enters acabada en 0, determini si esta
formada només per valors positius.

8.3 Dissenyar un algorisme que, donada una seqiiéncia d’enters positius, comprovi si la série és
creixent.

8.4 Donada una frase acabada en punt, comptar el nombre de caracters no blancs que hi apareixen,
sense comptar el punt finalitzador.

8.5 Dissenyar un algorisme que compti el nombre de lletres de la primera paraula d’un text.

8.6 Dissenyar un algorisme que, donada una frase acabada en punt, determini si té més lletres
b’ que 'c’.

8.7 Donada una frase acabada en punt, determinar quina és la primera vocal que hi apareix.
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8.8

8.9

8.10
8.11
8.12
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8.16

8.17

8.18
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Donada una seqiiencia d’enters acabada en 0, calcular-ne la mitjana aritmetica.
Dissenyar un algorisme que, donada una sequencia d’enters 2y, z1, 22, ... escrigui la sequencia
de sumes parcials 20, 20 + 21, 20+ 21+ 22, --.

Donada una sequencia no buida d’enters, trobar-ne el menor.
Donat un text, determinar si cada vocal hi apareix un cop com a minim.
Donat un text, determinar quina és la vocal que més cops hi apareix.

Donada una serie d’enters amb com a minim tres elements, determinar si formen una pro-
gressi6é aritmetica o no. Recordar que una progressié aritmeética és una série de la forma b,
a+b,2a+0b, 3a+Db,4a+ b, ... amb alguns valors d’a i b.

Escriure un algorisme que faci la copia d’un text suprimint tots els espais en blanc.

Donada una frase acabada en punt, comptar el nombre de caracters que apareixen a partir
de la primera ’a’, sense comptar-ne el punt final.

Dissenyar un algorisme que copil un text sense els blancs del comengament.

Suposem que F' i G sén dues sequiencies estrictament creixents de nombres enters. Dissenyar
un algorisme que calculi el nombre de valors que apareixen en totes dues seqiiéncies.

Donades F' i G seqiiéncies creixents de nombres enters, calcular la distancia entre totes dues.
Definim la distancia entre les seqiiéncies com

dist(F,G) = min{|f —g| |f € F,g € G}

Donades F' i G seqiieéncies creixents de nombres enters, dissenyar un algorisme que determini
si existeixen f € F'ig € G tals que |f —g| < 9.

Dissenyar un algorisme que, donades tres seqiiéncies creixents d’enters, F', G i H, que com a
minim tenen un element comd, calculi el minim element com.

Dissenyar un algorisme que, donades dues seqiiencies ordenades d’enters, n’obtingui una altra,
també ordenada, amb els elements comuns de les dues.

Tenim una seqiiéncia d’enters ¢y, c1, ¢, - .., ¢, que conté els coeficients del polinomi P(z) =
¢o + 1z + ...+ ¢yz™. Dissenyar un algorisme que calculi eficientment P(m) a partir de
la seqiiéncia i un enter m donat. L’algorisme no pot fer servir 'operacié d’exponenciacié.

Repetir el problema suposant que la seqiiéncia que ens donen és ¢, ¢,—1, - .., C1, Co-



Capitol 9

Algorismes numerics

Aquest capitol presenta alguns algorismes que tracten dades numeriques de tipus real. En aquest
casos és important tenir en compte la precisié amb la que es pot treballar. Els problemes proposats
son iteratius i el seu acabament depén de la precisié amb la que es vol calcular la solucié final.

En els problemes que es plantegen, es fara servir una constant € que controlara el grau de precisié
de les solucions calculades. El valor d’aquesta constant sol ser petit, per exemple € = 10710,

9.1 Exponencial

Dissenyar una funcié que calculi un valor aproximat per €%, essent 0 < z < 1. L’especificacié de la
funcié és la segiient:

funcié exp (z: real) retorna s: real
{Pre: 0<z<1}
{Post: s = e”}

Se sap que € es pot calcular mitjancant la suma dels elements d’una série de Taylor:

2 $3 2

oo.’Ei xZ xz
"= geltztgrgtt g
1=0

! 2! ' 3l aT

Quan 0 < z < 1, els termes d’aquesta série sén cada vegada més petits i la suma convergeix cap a
e®. Si en lloc de agafar infinits termes de la série, se n’agafen només uns quants, es comet un error.
Aquest error és menor com més termes de la série s’agafin.

Anomenem t; a 1’i-éssim terme d’aquesta suma i s; a la suma dels ¢ primers termes de la suma.
Considerarem que la solucié obtinguda és prou aproximada quan

It;] < €lsil-

El calcul de t; no és computacionalment senzill: cal calcular z* i i!. Tot i aix4, es pot observar
que aquest calcul es pot fer incrementalment a partir de ¢;_1 de la seglient manera:

Zz
ti =11~
]

Tot aix0 ens porta a un algorisme iteratiu que es justifica tal com segueix:

79
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e Invariant: ]
1 7

T T
S = Z ,—', t= -
=
e Condicié d’acabament: quan el terme sumat ja sigui prou petit (¢ < es).

e Cos del bucle: cal calcular un nou terme i sumar-lo. Per aix0, cal incrementar , calcular el
nou terme en funcié de 'anterior i afegir-lo a s.

e Inicialitzacié: podem inialitzar la suma amb el terme zero (i =0, t = 1, s = 0). D’aquesta
manera es compleix 'invariant.

e Demostracié d’acabament: la demostracié es basa en la covergéncia d’aquests tipus de séries
que garanteix que, tard o d’hora, hi haura un terme ¢; més petit que €s;.

funcié exp (z: real) retorna s: real
{Pre: 0<z<1}
{Post: s = e”}
var i: nat; t: real;
1:=0;t:=1;s :=1;

i.’Ei
{Inv: S:Zi_!’t:-_

k=0

mentret > ¢ x s fer
1:=1+1;
=txx/i;
s:=s+1t;
fmentre;
retorna s;
ffuncio

9.2 Cosinus

Dissenyar una funcié que calculi un valor aproximat per cos z, essent 0 < x < 1. L’especificacié de
la funcié és la segiient:

funcié cos (z: real) retorna s: real
{Pre: 0<z<1}
{Post: s~ cosz}

Se sap que cosz es pot calcular mitjancant la suma dels elements d’una série de Taylor:

2 ozt 1S %

o $2j
cosx = — =1——4+———4---+
;0(21)!

of Tl 6l (27)!

El comportament d’aquesta série és semblant a la presentada a la seccié anterior per a calcular e*.
Els termes també es poden calcular incrementalment amb la segiient recurrencia:
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5= Z(—niﬂf—!, t=(-1)2

i
= !
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El raonament associat a aquest invariant és semblant al del problema anterior i es deixa com a

exercici pel lector.

funcié cos (z: real) retorna s: real
{Pre: 0<z<1}
{Post: s~ cosz}
var i: nat; t: real;
1:=0;t:=1;s :=1;

{Inv: s= E (—1)32,—” t= (—I)Jﬁ, oni=2j}
= ! !

mentre |t| > ¢ x s fer
1:=1+2;
t:=—txxxx/(ix(i—1));
s:=8+1;

fmentre;

retorna s;
ffuncio

9.3 Zero d’una funcid

Dissenyar un algorisme que aproximi el zero d’una funcié f(z), continua a l'interval [a, b], i sabent
que els signes de f(a) i f(b) sén diferents. L’especificacié és la segiient:

funci6 zero (a,b: real) retorna z: real

{Pre: f(a)- f(b) <0, f és continua entre a i b}
{Post: |f(?)| < €}

El disseny d’algorisme segueix una estrategia semblant a la de la cerca binaria. Iterativament

anird reduint 'amplada de I'interval a la meitat depenent del signe de la funcié en el punt mig de
I'interval, tal com es mostra en la Figura 9.1.

El raonament de ’algorisme és el segiient:
e Invariant: els signes de la funcié a a i b sén diferents i z es troba entre a i b.

fla)-f(b) <0, (a<z<b) V (b<z<a)

Cal observar que l'invariant no suposa que a < b.
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Figura 9.1: Calcul iteratiu del zero d’una funcié continua.

e Condicié d’acabament: f(z) <e.

e Cos del bucle: es calcula el valor de la funcié al mig de l'interval (z) i es redueix I'interal per
la meitat segons els signe de f(z) per mantenir I'invariant.

e Inicialitzacié: al principi a i b ténen els valors d’entrada de la funcié i z és la mitjana dels
dos.

e Demostracié d’acabament: a cada iteracié es redueix linterval a la meitat. Arribard un
moment en que l'interval sera prou petit per tenir f(z) < €.

funcié zero (a,b: real) retorna z: real
{Pre: f(a)- f(b) <O, f és continua entre a i b}
{Post: |f(z)] < ¢}
z:=(a+b)/2;
{Inv: f(a)-f(b) <0, (a<z<b) V (b<z<a)}
mentre |f(z)| > ¢ fer
si f(a) * f(z) > 0 llavors a := z; sino b := z; fsi;
z :=(a+b)/2;
fmentre;
retorna z;
ffuncié

En el cas que el calcul de f(z) fos complexe, es podria proposar un algorisme que minimitzes
les crides a la funcié f. Suggerim que el lector proposi aquesta solucié.

9.4 Problemes

9.1 Dissenyar una funcié que calculi un valor aproximat per a la série segiient, per a valors de z
a linterval [0, 1]:

3 5 7

z 2 x x T
—U _ _ — PR
/oe h=c—gtr 7t

9.2 El métode de Newton-Raphson. Aquest métode permet aproximar el zero d’una funcié
de manera més rapida que una cerca binaria. Donat un valor inicial z(, genera una sequencia
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z1, 9, T3, ...que cada vegada s’acosta més al zero. Per generar x;.1 cal coneixer la funcié
f(z;) ila seva derivada f'(z;) i aplicar la segiient recurrencia:

Ti1 = z; — fzi)/f' (@)
Es demana utilitzar el metode de Newton per calcular y/a. Per aix0 cal trobar el zero de la
funcié f(z) = 22 — a, que té per derivada f'(z) = 2z.
Dissenyar la funcié que calculi \/a i comparar la seva convergéncia respecte a la cerca binaria

presentada a la seccié 9.3.

9.3 El metode de Newton-Raphson (veure problema anterior) també permet dissenyar un algo-
risme per a fer divisions sense utilitzar 'operaci6 de divisié. Per a calcular ¢ = z/d es pot
calcular 1/d i després multiplicar per z. Per a calcular 1/d podem trobar el zero de la funcié

f@)=2-d

x

que té el zero a x = 1/d. La derivada de la funcié és

Dissenyar una funcié que calculi z/d utilitzant el meétode de Newton-Raphson i estudiar la
seva convergencial.

'Per a evitar problemes de convergeéncia, suposar que d € [1/2,1) i prendre xo = 1.5. Aquestes sén les condicions
que s’utilitzen per a realitzar divisions amb nombres reals normalitzats segons ’estandard de IEEE.
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Capitol 10

Generacio de sequencies d’elements

En aquest capitol es presenten alguns algorismes de generacié de seqiiéncies d’elements, per exemple,
la generacié de totes les permutacions de n elements, o de totes les seqiiencies creixents de nombres
naturals que sumen n.

La manera més intuitiva de resoldre aquests problemes és mitjancant el raonament recursiu. En
tots aquest algorismes s’utilitzara una taula on s’aniran emmagatzemant les seqiiencies generades.
Tot i que aquesta taula es pot passar com un parametre d’entrada a cada crida recursiva, utilitzarem
el pas de parametres d’entrada/sortida com a mecanisme de transmissié d’informacié.

El pas de parametres d’entrada és normalment implementat mitjancant la copia completa del
parametre. En el cas dels algorismes d’aquest capitol, el parametre transmés és una taula de n ele-
ments i la seva copia podria representar una penalitzacié important en el rendiment de I’algorisme.
Per una altre cant6, el pas com a parametre d’entrada/sortida fa que els canvis realitzats en una
accio siguin visibles a 1’accié que I'ha cridat. Caldra doncs anar en compte en caracteritzar aquests
possibles canvis en 'especificacié dels algorismes.

Els algorismes que seran presentats combinen la recursivitat amb la iteracié. Per no ofegar la
descripcié de I’algorisme amb la seva formalitzacié, no descriurem el raonament corresponent a les
parts iteratives. Ens limitarem a mostrat els invariants que modelen el seu comportament. A més,
el raonament recursiu de tots els algorismes és molt semblant. Per aquesta raé només analitzarem
a una mica més de detall el primer algorisme i discutirem les diferéncies principals en la resta
d’algorismes.

Nomenclatura utilitzada

Per fer més senzilla 'especificacié dels algorismes farem servir alguna nomenclatura apropiada. Per

exemple, el predicat
t[1.0] € {1..k}!

ens indicara que els elements de l'interval ¢[1..]] contenen valors del conjunt {1..k}. El predicat
creixent(t[1..1])

indicard que l'interval és estrictament creixent (¢[1] < ¢[2] < --- < t[l]). El predicat
diferents(t[1..1])

indicara que no hi ha cap parella d’elements a ¢[1..I] que siguin iguals. Cal adonar-se que

creixent(t[1..l]) = diferents(t[1..l])

85
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Finalment, a tots els algorismes caldra escriure de tant en tant les seqiiencies generades i em-
magatzemades a una taula. Per fer aix0 suposarem que disposem d’una accié que ens escriu tot el
contingut de la taula:

escriure_taula(t)

10.1 Seqiiéncies d’elements de {1..k}

L’especificacié de I’algorisme és la segiient:

accio genseqlk (ent n,k: nat)

{Pre: n>0, k> 0}

{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n que existeixen
agafant elements del conjunt {1..k}}

Per exemple, si tinguessim n = 2 i k = 3, les seqiiéncies generades serien les segiients (no
necessariament en aquest ordre):

(11) (12 (13)(21)(22) (23) (31) (32 (33)

Per a resoldre el problema farem induccié amb la llargaria de la sequiencia i ’anirem construint
a partir d’un prefix ja construit anteriorment. Per aix0 dissenyarem la segiient accié:

accid genseqlk_rec (ent n,k: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent l: nat)
{Pre: n>0,k>0,0<I1<n, t[l.0] € {1.k}'}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n que existeixen

agafant elements del conjunt {1..k} i que comencen pel prefix t[1..1]}

I ara fem un raonament recursiu per dissenyar genseqlk_rec, fent induccié amb la llargaria del
prefix.

e Cas senzill (I = n): ja hem generat una seqiiéncia completa i la podem escriure.

e Cas recursiu (I < n): cal definir una posicié més del prefix posant tots els possibles valors del
conjunt {1..k} i generant les seqiiéncies pel sufix que resta per definir.

e Demostracié d’acabament: a cada crida recursiva incrementem la longitud del prefix. Aixo
garanteix que sempre s’arribara al cas senzill (I = n).

accid genseqlk_rec (ent n,k: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent [: nat)
{Pre: n>0,k>0,0<I1<n, t[l.0] € {1.k}'}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n que existeixen
agafant elements del conjunt {1..k} i que comencen pel prefix t[1..1]}
sil = n llavors escriure_taula(t);
sino
var i: nat;
{Inv: Ha escrit totes les seqiiéncies amb prefix t[1..]
i amb els valors {1..i — 1} a la posicié | + 1}
peri := 1 fins k fer
t[l + 1] := i; genseqlk_rec (nk,t,l +1);
fper;
fsi;
faccio
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Finalment cal dissenyar 1’accié principal amb la que s’ha de comencar la construccié de les
seqiiéncies. Cal declarar una taula on emmagatzemar les sequiencies i fer la crida inicial amb un
prefix de longitud zero.

accio genseqlk (ent n,k: nat)
{Pre: n>0, k> 0}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n que existeixen
agafant elements del conjunt {1..k}}
var S: taula[l..n] de nat;
genseqlk_rec (n, k, S, 0);
faccio

10.2 Seqiiéncies creixents d’elements de {1..k}

L’especificacié de I'algorisme és la segiient:

accié genseqlk_creix (ent n,k: nat)

{Pre: n>0, k> 0}

{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies creixents de longitud n
d’elements agafats del conjunt {1..k}}

Per exemple, si tinguessim n = 3 i k = 5, les seqiiéncies generades serien les segiients (no
necessariament en aquest ordre):

(123 (124) (125) (134) (135)
(145) (234) (235) (245) (345)

La solucié a aquest problema és molt semblant a l'anterior. Només hi ha dues diferéncies
principals:

e En definir 'element [ + 1 del prefix, cal fer-ho amb valors més grans que els que hi han a la
posicio .

e Pel motiu anterior, no podem cridar a ’accié amb un prefix de longitud zero. Donat que com
a minim necessitem un prefix de longitud 1, farem la inicialitzacié del primer element de la
sequencia a 'accié principal.

Amb aquestes consideracions, I’algorisme queda de la segliient manera:
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accié genseqlk_creix_rec (ent n,k: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent [: nat)
{Pre: n>0, k>0, 0<1<n, t[l.0] € {1.k}!, creixent(t[1..])}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies creixents de longitud n
d’elements agafats del conjunt {1..k} i que comencen pel prefix t[1..1]}
si |l = n llavors escriure_taula(t);
sino
var i: nat;
{Inv: Ha escrit totes les seqiiéncies creixents amb prefix t[1..[]
i amb els valors {t[l] + 1..i — 1} a la posicié | + 1}
per i :=t[l] + 1 fins k fer {Agafem valors més grans que t[l]}
t[l + 1] := i; genseqlk_creix_rec (nk,t,l +1);
fper;
fsi;
faccié

accio genseqlk_creix (ent n,k: nat)
{Pre: n>0, k> 0}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies creixents de longitud n
d’elements agafats del conjunt {1..k}}
var S: taula[l..n] de nat; i: nat;
{Generem seqiiéncies amb prefixos d’un element}
per i := 1 fins k fer
S[1] := i; genseqlk_creix_rec (n,k,S,1);
fper;
faccio

10.3 Seqiiéncies d’elements diferents de {1..k}

L’especificacié de I’algorisme és la segiient:

accid genseqlk_dif (ent n,k: nat)

{Pre: n>0, k> 0}

{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n
d’elements diferents del conjunt {1..k}}

Per exemple, si tinguessim n = 2 i k = 4, les seqliéncies generades serien les segiients (no
necessariament en aquest ordre):

12 (13 (14 (21 (23)(24) 31) (32 (34 41) 42) (43

Per a resoldre aquest problema farem servir una estratégia semblant a les anteriors. En generar
el segiient element del prefix, cal tenir em compte no repetir cap dels que ja han aparegut al
prefix. Per evitar haver de consultar tots els elements apareguts, s’utilitzara una taula auxiliar que
contindrd informacié sobre els element utilitzats. En particular, tindrem la segiient taula:

usat: taula[l..k] de boolea
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que en tot moment indicara els elements que han estat usats en el prefix construit. Es a dir,
usat[i] < Delement ¢ ha estat usat en el prefix ¢[1..]]

Aquesta sera ’especificacié de ’algorisme recursiu:

accio genseqlk_dif rec (ent n,k: nat; e/s t: taula[l..n] de nat;
e/s: usat: taula[l..k] de boolea; ent [: nat)
{Pre: n>0,k>0,0<I<n, t[l.0] € {1.k}!, diferents([1..1]),
usat indica els elements utilitzats a t[1..[]}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n d’elements diferents
del conjunt {1..k} i que comencen pel prefix t[1..l], usat; = usat.}

Cal notar en aquesta especificacié que el contingut de la taula usat és el mateix a I'entrada i a
la sortida de l'accié (usats = usate). Aquest fet és importat a I’hora de mantenir la informacié en
aquesta taula coherent amb el contingut del prefix.

accié genseqlk_dif rec (ent n,k:nat; e/s t: taula[l..n] de nat;
e/s: usat: taula[l..k] de boolea; ent : nat)
{Pre: n>0,k>0,0<I<n, t[l.1] € {1.k}!, diferents([1..1]),
usat indica els elements utilitzats a t[1..1]}
{Post: Ha escrit totes les seqiiéncies de longitud n d’elements diferents
del conjunt {1..k} i que comencen pel prefix t[1..l], usats = usat.}
sil = n llavors escriure_taula(t);
sino
var i: nat;
{Inv: Ha escrit totes les seqiiéncies d’elements diferents amb prefix t[1..1]
i amb els valors {1..i — 1} a la posicié [ + 1}
per i := 1 fins k fer
si —usat[i] llavors {Només agafem valors no usats}
t[l + 1] := i; usat[i] := cert;
genseqlk_dif-rec (n,k,t,usat,l +1);
usat[i] := fals; {deixem d’usar ’element}
fsi;
fper;
fsi;
faccio

Finalment, I’accié que fa la crida inicial ha de generar un prefix buit amb cap element usat.
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accid genseqlk_dif (ent n, k: nat)
{Pre: n>0, k> 0}
{Post: Ha escrit totes les seqiiencies de longitud n
d’elements diferents del conjunt {1..k}}
var S: taula[l..n] de nat;
usat: taula[l..k] de boolea;
1: nat;
{Hem de cridar a I’accié recursiva amb un prefix de longitud zero
i sense cap element usat}
per i := 1 fins k fer usat[i] := fals; fper;
genseqlk_dif-rec (n,k,S, usat,0);
faccié

10.4 Permutacions de n elements

La generacié de totes les permutacions de n elements es podria realitzar mitjancant la segiient
crida:
genseqlk_dif (n,n);
Per exemple, per n = 3 s’obtindria la segiient sortida:

123 (132 (213 (231 (312 (321)

En aquesta seccié es presenta un algorisme lleugerament diferent a genseqlk_dif que té les
segiients propietats:

e No fa servir la taula usat per guardar informaci6 sobre els elements utilitzats en el prefix.

e Permet generar permutacions dels elements d’una taula sobre la mateixa taula. Per tant, no
cal que els elements estiguin agafats d’un conjunt predeterminat {1..k}.

I’especificacié de ’algorisme és la segiient:

accié permutacions(ent n: nat)
{Pre: n >0}
{Post: Ha generat totes les permutacions dels elements {1..n}}

Per a realitzar una implementacié recursiva dissenyarem una generalitzacié de ’accié anterior:

accié permutacions_rec (ent n: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent [: nat)
{Pre: n>0,0<1[<n}
{Post: Ha generat totes les permutacions dels elements de t

que tenen el prefix t[1..[], ts = t.}

Per al disseny d’aquest algorisme és importat garantir que el contingut de la taula ¢ a la sortida
serd el mateix que el de I’entrada.
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accié permutacions_rec (ent n: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent [: nat)
{Pre: n>0,0<I[<n}
{Post: Ha generat totes les permutacions dels elements de t
que tenen el prefix t[1..[], ts = t.}
sil = n llavors escriure_taula(t);
sino
var i: nat;
{Inv: Ha generat totes les permutacions amb prefix t[1..[]
i amb els valors {l + 1..i — 1} a la posicié [ + 1}
peri =1+ 1 finsn fer
intercanvi (t[l + 1], t[i]); {Posem un nou element del sufix}
permutacions_rec (n, t, | + 1); { Generem permutacions}
intercanvi (t[l + 1], t[i]); { Tornem I’element al seu lloc}
fper;
fsi;
faccio

Finalment, I'accié que fa la crida inicial ha de generar un prefix buit i la taula plena dels
elements que s’han de permutar.

accié permutacions(ent n: nat)

{Pre: n >0}

{Post: Ha generat totes les permutacions dels elements {1..n}}
var S: taula [1..n] de nat; i: nat;
per i := 1 fins n fer S[i| := i; fper;
permutacions_rec (n, S, 0);

faccio

10.5 Sequeéncies creixents que sumen n

Suposem, per exemple, que n = 10. L’algorisme que volem dissenyat hauria de generar les segiients
seqiiencies d’elements:

(127) (136) (145) (19) (235) (28) (37) (46) (10)

L’especificaci6é de I'algorisme és la seguient:

accio seqcreix_sum (ent n: nat)
{Pre: n >0}
{Post: Ha generat totes les seqiiéncies creixents de nombres positius que sumen n}

De nou farem servir una estratégia semblant als problemes anteriors, fent induccié amb la
longitud del prefix construit. Cal observar que la longitud de les sequéncies generades mai sera
superior a n. Per ser més precisos, podriem demostrar que mai serd superior a ay/n on « és una
certa constant. Per no complicar el problema, utilitzarem una taula de tamany n per guardar la
seqiiéncia generada.

I’especificacié de I’accié recursiva més general és la segiient:
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accio seqcreix_sum_rec (ent n: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent [, s: nat)

{Pre: n >0, 1<1<n, creixent(t[1..l]), s = S t_, t[k] < n}

{Post: Ha generat totes les seqiiéncies creixents de nombres positius que sumen n
i que tenen com a prefix t[1..1]}

Per estalviar feina a 1’hora de calcular la suma dels elements del prefix generat, s’utilitza el
parametre s que va acumulant la suma del prefix. De manera semblant al que passava amb 1’accié
genseqlk_dif_-rec (veure Seccié 10.3), es necessita un prefix no buit per poder consultar I’element
anterior del prefix i forcar que la seqiéncia sigui creixent. Per aquesta raé tenim [ > 1 a la
precondicio.

accié seqcreix_sum rec (ent n: nat; e/s t: taula[l..n] de nat; ent [, s: nat)
{Pre: n >0, 1<1<mn, creixent(t[1..l]), s = Sk_, t[k] < n}
{Post: Ha generat totes les seqiiéncies creixents de nombres positius que sumen n
i que tenen com a prefix t[1..1]}
si s = n llavors escriure_taula(t);
sino
var i: nat;
i :=t[l] + 1; {Agafem valors més grans que t[l]}
{Inv: Ha escrit totes les seqiiéncies creixents que sumen n amb prefix t[1..l]
i amb els valors {t[l] + 1..i — 1} a la posicié | + 1}
mentre s + i < n fer {Ens aturem quan la suma sigui massa gran}

tl+1) :=1;
seqcreix_sum.rec (n, t, 1+ 1, s +1i);
1:=1+1;
fmentre;
fsi;
faccio

Ara només resta dissenyar ’accié principal que genera crides recursives amb prefixos de longitud

accié seqcreix_sum (ent n: nat)
{Pre: n >0}
{Post: Ha generat totes les seqiiéncies creixents de nombres positius que sumen n}
var S: taula[l..n] de nat; i: nat;
{Genera seqiiéncies amb prefixos d’un element}
per i := 1 fins n fer
S[1] := i; seqcreix_sum._rec (n, S, 1, i);
fper;
faccié

10.6 Problemes

10.1 Dissenyar un algorisme que generi totes les seqiiéncies de longitud & de nombres positius tal
que el terme 7 de la seqiiéncia no sigui superior a ¢ per a qualsevol 3.
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Dissenyar un algorisme que generi totes les aplicacions injectives del conjunt {1...k} sobre
el conjunt {1...n}, suposant que k& < n. Una aplicacié és injectiva si no hi ha dos elements
del conjunt {1...k} als que els hi correspongui el mateix element de {1...n}. La generaci6
de les aplicacions hauria de tenir una complexitat lineal sobre k.

Dissenyar un algorisme que generi totes les possibles particions d’un natural n > 0, és a
dir, totes les representacions de n com la suma de naturals positius. Generar les sumes de
manera que ’ordre dels sumands sigui no creixent. Per exemple, per n = 4, les particions s6n

1+1+1+1, 2+1+1, 242, 3+1i 4.

Dissenyar un algorisme amb la mateixa especificacié que el problema anterior, pero ara gen-
erant les seqiiéncies en ordre alfabétic invertit. Per exemple, per n = 4 generariem 4, 3+ 1,
242, 241411 1+14141.

Una seqiiéncia de 2n nombres, on cada nombre pertany al conjunt {1...k}, es diu que té sort
si la suma dels n primers nombres és igual a la suma dels n restants. Dissenyar un algorisme
que, donats n i k, escrigui totes les seqiiéncies amb sort.
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Capitol 11

Recursivitat avancada

11.1 Les torres de Hanoi

Les torres de Hanoi és un exemple excepcional que demostra el poder del raonament inductiu per
a resoldre problemes complexos. L’enunciat del problema és el segiient:

Els monjos d’un monestir havien de moure unes pedres circulars, totes de diferent
diametre, des d’un lloc sagrat fins un altre lloc sagrat. Degut al seu pes, les pedres més
petites sempre havien d’estar apilades sobre les més grosses i només es podia moure
una pedra a la vegada. Per a moure les pedres, els monjos només disposaven d’un altre
lloc sagrat on les podien dipositar temporalment. El problema a resoldre era el segient:
quina era la sequéncia de moviments que s’havien de realitzar per moure n pedres des
d’un lloc fins un altre sense que mai una pedra més petita estigués per sota d’una de
més grossa?

Anomenem origen, desti i auziliar els tres llocs sagrats on es poden dipositar les pedres i
suposem que volem moure n pedres des d’origen a desti. Aquests llocs es poden identificar amb
tres nombres naturals diferents, per exemple 1, 2 i 3. L’especificacié de I'accié que volem dissenyar
és la segiient:

accid hanoi (ent n, origen, desti, auz: nat)
{Pre: origen, desti i auz identifiquen tres llocs diferents}
{Post: S’han escrit els moviments per moure n pedres des de origen a desti utilitzant auz }

El raonament inductiu que es pot realitzar per a resoldre aquest problema s’il-lustra a la Fig-
ure 11.1. Suposem que sabem resoldre el problema per n — 1 pedres. Com ho podriem resoldre per
n pedres?. La solucié és la seglient:

e Movem n—1 pedres des d’origen a auziliar, fent servir desti com a lloc temporal per a dipositar
pedres. Cal notar que la pedra més grossa restard quieta a origen i, per tant qualsevol pedra
que es mogui sobre d’ella sempre serd més petita.

e Movem la pedra grossa des d’origen a desti.

e Movem les n — 1 pedres d’auziliar a desti, fent servir origen per a dipositar pedres temporal-
ment.

95
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l | _I |
n origen auxiliar desti

N

origen auxiliar desti origen auxiliar desti
n-1
origen auxiliar desti

Figura 11.1: Induccié en el problema de les torres de Hanoi

El raonament recursiu que ens deriva ’algorisme és el seglient (fem induccié amb el nombre n
de pedres a moure):

e (Cas senzill: n =0, no cal moure cap pedra.

e Cas recursiu: n > 0, apliquem les tres fases explicades anteriorment (moure n — 1, moure 1 i
moure n — 1).

e Demostracié d’acabament: cada crida recursiva decremanta el nombre de pedres a moure.
Sempre s’arribara al cas senzill n = 0.

accio hanoi (ent n, origen, desti, auz: nat)
{Pre: origen, desti i auz identifiquen tres llocs diferents}
{Post: S’han escrit els moviments per moure n pedres des de origen a desti utilitzant auz }
sin > 0 llavors
hanoi (n — 1, origen, auz, desti);
escriure (“Moure de 7, origen, “a 7, desti);
hanoi (n — 1, auz, desti, origen);
fsi;
faccio

Finalment ens podriem preguntar,
Quants moviments serien necessaris per a moure n pedres?

Si anomenem mov(n) a aquest nombre, podem demostrar per induccié que mov(n) = 2™ — 1.
Efectivament, sabem que mov(0) = 2° — 1 = 0 (no cal fer cap moviment). Ara suposem, com a
hipotesi d’induccié, que mov(n — 1) = 2"~ — 1, i observem l’algorisme proposat anteriorment. El
nombre de moviments per a n pedres és

mov(n) =mov(n—1)+14+mov(n—1) =" ' =) 41+ 2" 1 —-1)=2" -1
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Per exemple, si tinguessim 10 pedres i poguessim fer un moviment cada minut, trigariem 17 hores
i 3 minuts a moure les 10 pedres d’un lloc a I'altre. Que trigariem si tinguéssim 30 pedres?. Més
de ...2000 anys!

11.2 Cami en un laberint (2 moviments)

El problema a resoldre és el de trobar un cami en un laberint que vagi des d’una posici6 origen (O),
amb coordenades (z,,%,), & una posicié desti (D), amb coordenades (z,4,y4), sense passar per cap
obstacle. Representarem el laberint amb una matriu L[1..N, 1..M] que inicialment conté 0’s (per
indicar les caselles lliures) i 1’s (per indicar les caselles amb obstacles). Després de trobar el cami,
volem deixar-lo marcat amb 2’s a la mateixa matriu.

En aquesta primera versié del problema, només permetrem fer moviments cap a la dreta (aug-
mentant la coordenada y) i cap abaix (augmentant la coordenada z). L’especificacié del problema
és la segiient:

accié trobar_cami (e/s L: taula [1..N,1..M] de nat; ent z,,Y,, T4,yq: nat; sort trobat: boolea)
{Pre: L conté un laberint, 1 < x4 < N,1<vyq <M, L[zg4,yq] no és un obstacle}
{Post: trobat < existeix un cami amb només moviments | i — des de (Z,,%Ys) a (Z4,Yd),

trobat = L té el cami trobat marcat amb “2”}

Farem un raonament recursiu per derivar I’algorisme. En primer lloc cal notar que I’especificacié
del problema permet que (z,,%,) indexi una casella fora de la matriu. Aix0 ens servira per tractar
els casos senzills de manera més elegant.

El paradigma recursiu d’aquest problema el podem explicar de la segilient manera:

Si volem anar de (Z,,Yo) & (xq,yq) cal veure si ens podem moure a la dreta i trobar un
cami de (zo+ 1,Y,) a (zg,yq). Si no el trobem, cal veure si ens podem moure cap abaiz
i trobar un cami de (o,Yo + 1) a (24,yq). Si tampoc el trobem, llavors no hi ha cami.

Es a dir, el problema de trobar un cami és redueix al problema de fer un moviment i trobar un
cami des de la nova posicié, provant tots els possibles moviments des de la casella on ens trobem.
Degut a que només es poden realitzar moviments del tipus — i |, podem observar que 'existéncia
d’un cami implica que les caselles visitades sempre estaran en la submatriu L|z,..z4, Yo--Yd)-
El raonament recursiu es pot fer de la seglient manera:

e Casos senzills:

— (%0, Yo) es troba fora de la submatriu L[1..z4, 1..y4]. En aquest cas, no existeix cami.
— L[z,,Y,] és un obstacle. Tampoc existeix cami.
— o =1xq N Yo = yq- Ja hem trobat cami, doncs l'origen és el propi desti.
e Cas recursiu (I'dnic que no cobreixen els casos senzills). Ens trobem dins de la matriu, en
una casella que no és un obstacle, perd que tampoc és la casella desti. Cal provar de fer
el moviment — i trobar el cami des de (z, + 1,y,).- En cas de no trobar-lo, cal provar el

moviment | i trobar el cami des de (z,,y, + 1). Si en algun cas es troba el cami, cal marcar
la casella amb un ‘2’. Per induccid, el cami trobat ja haura estat marcat.

e Demostracié d’acabament. En cada crida recursiva poden passar dues coses:

— Que es faci un moviment i s’arribi a un cas senzill. En aquest cas, la recursivitat acabara.
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M M

1 1
0 0

Figura 11.2: Camins explorats per ’algorisme del laberint amb moviments — i |.

— Que es faci un moviment i s’arribi a una casella sense obstacle dins de la submatriu
L[1..z4,1..y4]. En aquest cas, sempre ens aproparem a (z4,%y4) en alguna de las dimen-
sions de la matriu. Aix0 no pot passar un nombre infinit de vegades sense que arribem
a la casella (z4,yq4), altrament hauriem sortit de la submatriu L[1..xz4,1..y4] en algun
moment. Aixd demostra que qualsevol cadena de crides recursives no pot ser infinita.

L’evolucié de I'algorisme s’il-lustra a la Figura 11.2, mostrant diferents camins explorats durant
la cerca.

accio trobar_cami (e/s L: taula [1..N,1..M] de nat; ent z,,Y,, T4,yq: nat; sort trobat: boolea)
{Pre: L conté un laberint, 1 < x4 < N, 1 <vyq < M, L[zg4,yq] no és un obstacle}
{Post: trobat < existeix un cami amb només moviments | i — des de (z,,Y,) a (x4, Yq),
trobat = L té el cami trobat marcat amb “2”}
Siz, <1V zo>xq V yo<1 V y,>yq llavors trobat := fals; {Fora del laberint}
sinosi L[z,,y,] = 1 llavors trobat := fals; { Obstacle}
sinosi x, = £4 N Yo = yq llavors L[z,,y,] := 2; trobat := cert; {Hem arribat}
sino {Encara no hem arribat. Intentem avancar.}
trobar_cami (L, z, + 1, yo, T4, Yq, trobat);
si —trobat llavors
trobar_cami (L, x,, yo + 1, x4, yq, trobat);

fsi;
{trobat < ha trobat un cami}
si trobat llavors L(x,,y,] := 2; fsi;
fsi;
faccio

11.3 Cami en un laberint (4 moviments)

En aquesta seccié es presenta un algorisme semblant al de la seccié anterior. Perd en aquest cas
es permeten moviments cap a les quatre direccions: dreta, esquerra, amunt i abaix. Aix0 fa que
la resolucid sigui una mica més complicada. Més en concret, el problema que pot apareixer es
mostra a la Figura 11.3, on es veu que la cerca podria entrar en un cicle de caselles visitades sense
obstacles. Aix0 podria comportar una cadena infinita de crides recursives que no trobessin mai el
cami ni sortissin mai de la matriu.

L’especificacié de I'algorisme que volem dissenyar ara és:
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Figura 11.3: Camins explorats per 'algorisme del laberint amb moviments —, <, | i 1.

accio trobar_cami (e/s L: taula [1..N,1..M] de nat; ent z,,Y,, T4, yq: nat; sort trobat: boolea)
{Pre: L conté un laberint, 1 < x4y < N, 1 <vyq < M, L[zg4,y4] no és un obstacle,

{Post: trobat & existeix un cami des de (z4,Y,) a (Z4,Yd),

L conté el cami construit fins a (x,,y,) marcat amb “2”}

trobat = L té el cami trobat marcat amb “2”}

A continuacié s’expliquen les principals diferéncies amb I’algorisme presentat a la seccié anterior:

Donat que es poden realitzar quatre moviments, quasevol casella de la matriu que no sigui un
obstacle pot acollir un cami valid. Per aquesta rad, el primer cas senzill inicament comprova
que (z,,Y,) estigui dins de la matriu.

En el cas recursiu, es proven quatre possibles moviments sempre i quan no es trobi un cami
abans. En el problema anterior només se'n provaven dos. La diferéncia principal estd en
que la casella visitada es marca (amb un ‘2’) abans de provar els moviments. Aixd permet
detectar el cas en que un cami visita una casella ja visitada pel mateix cami. Finalment, en
el cas que no es trobi cami, la casella es desmarca per deixar la matriu tal com estava abans
de cercar aquest cami.

El segon cas senzill també comprova que la casella no hagi estat visitada. Les caselles visitades
son considerades com obstacles, amb 'objectiu d’evitar camins ciclics. Per aquesta rad, la
condici6 és L[z,, y,] # 0.

La condicié d’acabament és més dificil de demostrar. En aquest cas, cal observar que no
sempre els moviments ens garanteixen ’apropament a la casella desti. En canvi, si que cada
vegada que es fa una crida recursiva, abans es marca una casella més de la matriu amb un
‘2’ (casella visitada). Com que el nombre de caselles és finit, mai podra haver una cadena
infinita de crides recursives sense trobar una casella ja visitada. Aix0 garanteix I’acabament.

La Figura 11.3 mostra ’evolucié de l'algorisme en diverses fases de la seva execucié per un
exemple concret. A continuacié es presenta l'algorisme.
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accié trobar_cami (e/s L: taula [1..N,1..M] de nat; ent x,,Y,, T4,yq: nat; sort trobat: boolea)
{Pre: L conté un laberint, 1 < x4y < N, 1 <yq <M, Llzg4,yq] no és un obstacle,
L conté el cami construit fins a (z,,y,) marcat amb “2”}
{Post: trobat < existeix un cami des de (Z,Ys) a (T4, Yd),
trobat = L té el cami trobat marcat amb “2”}
Sizeg <1V z,>N V y,<1 V y, > M llavors trobat := fals; {Fora del laberint}
sinosi L[z,,y,] # 0 llavors trobat := fals; {Obstacle o casella visitada. Tirem enrera.}
sinosi x, = ©4 N Yy, = yq llavors L|z,,y,| := 2; trobat := cert; { Hem arribat}
sino {Encara no hem arribat. Intentem avangar.}
L{z,,yo] := 2; {Marquem per no tornar a passar.}
trobar_cami (L, z, + 1, y,, T4, Yq, trobat);
si —trobat llavors
trobar_cami (L, x, — 1, y,, X4, Y4, trobat);
si —trobat llavors
trobar_cami (L, x,, yo + 1, x4, yq, trobat);
si —trobat llavors
trobar_cami (L, o, Yo — 1, T4, Ya, trobat);

fsi;
fsi;
fsi;
{trobat < ha trobat un cami}
si —trobat llavors L[z,,y,] := 0; fsi; {No hem trobat cami. Desmarquem la casella.}
fsi;
faccio

11.4 Les vuit reines

El problema a resoldre té el segiient enunciat:

Cal posar vuit reines en un tauler d’escacs sense que cap parella d’elles es pugui capturar
mutuament.

En realitat, el problema més general que volem resoldre en aquesta seccié és el de posar n reines
en un tauler de n x n caselles. Representarem el nostre tauler amb una matriu 7'[1..n,1..n] de
booleans, on voldrem que l'algorisme ens “marqui” els llocs on es poden posar les reines en el cas
que es trobi una solucié. Suposarem que la casella T'[1, 1] correspon a la superior esquerra en les
nostres figures. A continuaci6 es presenta 1’especificacié de ’algorisme.

funcié reines (n: nat) retorna (hi_ha:boolea; T: taula[l..n,1..n] de boolea)
{Pre: n>0}
{Post: hi_ha < exiteix una ubicacié legal de n reines,

hi_ha = T conté la ubicacié de les n reines}

Abans de resoldre el problema farem un conjunt d’observacions:
e Les reines es poden moure en horitzontal, vertical i diagonal, qualsevol nombre de caselles.

e No hi podra haver dues reines a la mateixa fila, altrament es podrien capturar entre elles.
Donat que tenim n reines i n files, hi haura d’haver una reina a cada fila.
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e El mateix raonament el podem aplicar a les columnes.

e Podem distingir dos tipus de diagonals, les que van cap amunt i a la dreta (") i les que van
cap amunt i a esquerra (). A cada diagonal només hi podra haver una reina.

e Si dues caselles (i1,71) 1 (i2,j2) pertanyen a la mateixa diagonal en sentit 7, llavors es
compleix que i1 + j1 = 49 + jo. D’aquesta manera, podem identificar totes les diagonals
amb un index del conjunt {2, ..,2n}, que s’obté de sumar i + j per a qualsevol element de la
diagonal.

e Si dues caselles (i1,71) 1 (i2,72) pertanyen a la mateixa diagonal en sentit N, llavors es
compleix que 41 — j1 = 42 — jo. D’aquesta manera, podem identificar totes les diagonals
amb un index del conjunt {1 —n,..,n — 1}, que s’obté de restar i — j per a qualsevol element
de la diagonal.

La recursivitat ens ajuda forca a fer la resolucié d’aquest problema més senzilla. En la solucid
que es proposa, es fa induccié amb el nombre de files del tauler. L’estrategia que se seguira s’explica
informalment a continuacié:

Suposem que hem posat i — 1 reines a les files 1.1 — 1, sense que cap parella d’elles es
pugui capturar. Per posar la resta de reines farem:

e Posar una reina a la posicid T[i,1]. Si no pot capturar a cap de les i —1 anteriors,
provarem de posar les reines a les files i+ 1..n (crida recursiva). Si té éxit, ja hem
trobat una solucid i la podem retornar.

Si no s’ha tingut éxit, provarem el mateix per a la posicid T|[i,2].

Si no s’ha tingut ézit, provarem el mateiz per a la posicid T[i,n].

Si no ha tingut éxit, vol dir que no hi ha una solucid valida per a les 1 — 1 reines
posades a les files 1.1 — 1.

Cada vegada que cal posar una reina en una casella, cal comprovar que no captura cap reina
de les files anteriors. Aix0 podria realitzar-se mitjancant una funcié que explorés totes les caselles
dominades per la nova reina i comprovés que no hi ha cap reina en elles. Per evitar fer aquesta
exploracié cada vegada que volem posar una reina, utilitzarem unes taules que ens “recolliran” tota
aquesta informacié. En particular tindrem les segiients taules, totes elles de tipus booled (veure
Figura 11.4, on els e indiquen les columnes i diagonals dominades):

e C[l..n] que indicard quines columnes ja estan dominades per les reines posades a les files
1.z —1.

e D,[2..2n] que indicard quines diagonals en sentit * ja estan dominades.
e D.[2..2n] que indicara quines diagonals en sentit \ ja estan dominades.

Ara podem plantejar ’especificacié de ’accié recursiva que resoldra el problema de les reines.
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® n A TRARN AT RAN AT o

2n n-1

Figura 11.4: Estat dels parametres en la crida a reines_rec (6,7,4,C,Dg,D,trobat).

accid reines_rec (ent n: nat, e/s T: taula[l..n,1..n] de boolea; ent i: nat;
e/s C: taula [1..n] de boolea;
e/s Dy: taula [2..2 x n] de boolea;
e/s D,.: taula [I-n..1 + n] de boolea;
sort trobat: boolea)

{Pre: n >0, T conté una posicié legal de reines a les i — 1 primeres files,
C, Dy i D, indiquen quines columnes, diagonals i diagonals ™\,
respectivament, estan dominades per les i — 1 reines}

{Post: trobat < exiteix una ubicacié legal amb les i — 1 reines de I'entrada,
trobat = T conté la ubicacid de totes les reines}

Fem el raonament recursiu per a dissenyar reines_rec.
e Cas senzill: i > n, totes les reines han estat posades amb éxit. No cal fer res.

e Cas recursiu: ¢ < n, s’han posat reines a les files 1.5 — 1. Ara cal fer una cerca de la columna
on es pot posar una reina a la columna i. Aix0 s’implementa amb un bucle de cerca on,
després d’haver comprovat que la casella (i, j) no domina a cap reina anterior, es marquen les
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caselles dominades per aquesta i es prova de trobar una ubicacié per a les reines de les files
1+ 1..n. La cerca acaba tant aviat s’ha trobat una columna que permeti obtenir una solucié.

e Demostracié d’acabament. A cada crida recursiva s’incrementa el valor de 7. En algun
moment s’arribara al cas senzill (i > n). Aix0 garanteix que mai hi podra haver una cadena
infinita de crides recursives.

accio reines_rec (ent n: nat, e/s T: taula[l..n,1..n] de boolea; ent i: nat;
e/s C: taula [1..n] de boolea;
e/s Dy: taula [2..2 x n] de boolea;
e/s D.: taula [I-n..1 + n] de boolea;
sort trobat: booled)
{Pre: n >0, T conté una posicié legal de reines a les i — 1 primeres files,
C, D, i D, indiquen quines columnes, diagonals /' i diagonals '\,
respectivament, estan dominades per les i — 1 reines}
{Post: trobat < exiteix una ubicacié legal amb les i — 1 reines de I'entrada,
trobat = T conté la ubicacié de totes les reines}
si i > n llavors {Cas senzill}
trobat := cert;
sino {Cas recursiu}
trobat := fals; j := 1;
{Inv: No s’ha trobat una posicié legal a les caselles T'[i,1..5 — 1],
trobat = ha trobat una posicié legal a la casella T[i,j], 1 <j<n+1}
mentre —trobat N j <n fer
si —c[j] A —Dg[i +j] N —D.[i — j] llavors
{Marquem tauler i caselles dominades per la posicié (i,7)}
T[i,j] := cert; C[j] := cert; Dgli + j] := cert; De[i — j] := cert;
{cerquem una solucié}
reines_rec (n, T, i+ 1, C, D4, De, trobat);
si —trobat llavors
{Desmarquem tauler i caselles dominades per la posicié (i, j)}
T[i,j] := fals; C[j] := fals; Dgli+ j| := fals; De[i — j] := fals;

fsi;
fsi;
si —trobat llavors j := j + 1; fsi; {Provem la segiient columna}
fmentre;
fsi;
faccio

Es deixa pel lector la justificacié del bucle que implementa el cas recursiu. El raonament
correspon al d’una cerca. Finalment, només cal dissenyar la funcid inicial que resol el problema
de les reines. L’tunic que cal fer es declarar les taules utilitzades durant les crides recursives i
inicialitzar-les adequadament (cap casella dominada). La crida inicial a reines_rec cal fer-la amb el
parametre 1 = 1 (cap reina posada).
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funcié reines (n: nat) retorna (hi_ha:boolea; T: taula[l..n,1..n] de boolea)
{Pre: n>0}
{Post: hi_ha < exiteix una ubicacié legal de n reines,

hi_ha = T conté la ubicacié de les n reines}

var C: taula [1..n] de boolea;

Dg: taula [2..2 xn] de boolea;

D,: taula [1 — n..1 + n] de boolea;

1, J: nat;

{Inicialitzem les taules de columnes i diagonals dominades}
peri := 1 fins n fer

Cli] := fals;
per j := 1 fins n fer T[i, j| := fals; fper;
fper;

peri := 2 fins 2 x n fer Dy[i] := fals; fper;
peri := 1-n fins 1 + n fer D.[i] := fals; fper;

{I ara resolem el problema de les reines}
reines_rec (n, T, 1, C, Dy, D¢, hi_ha);
retorna (hi_ha, T);

ffuncio

Com a curiositat direm que el problema de les n reines té solucié per a qualsevol valor de n que
sigui diferent de 2 i 3.



