Algorismia. QP Curs 2023-2024

Problemes 2

2.1. (Revisié) Un professor rep n sol-licituds de revisions d’examen. Abans de comencar, el professor mira
la llista dels n estudiants que han sol-licitat revisioé i pot calcular, per a cada estudiant i, el temps ¢;
que utilitzara per atendre 1’i-eésim estudiant. Per a estudiant ¢, el temps d’espera e; és el temps que el
professor triga a revisar els examens dels estudiants que fan la revisié abans que 1.

Dissenyeu un algorisme per a computar 'ordre en que s’han de revisar els examens dels n estudiants
de manera que es minimitzi el temps total d’espera: T = Z?’:l €;.



2.2. (Subgraf induit) Tenim un graf no dirigit G = (V, E). Donat un subconjunt V' C V el subgraph
induit per V' és el graf G[V'] = (V/,E’) on E' = EN (V' x V'), és a dir, conté totes les arestes que
tenen els dos extrems a V’. El grau d’un vertex a un graf és el nombre d’arestes incidents al vertex.
Doneu un algorisme eficient per al segiient problema: donat GG i un enter positiu k, trobar el subconjunt
(si hi ha algun) més gran V' de V, tal que cada vértex a V' té grau > k a G[V'].



2.3. (Particié interval) El problema de la particid interval (Interval Partitioning Problem) és similar al
problema de la seleccié d’activitats vist a classe pero, en lloc de tenir un tnic recurs, tenim molts
recursos (és a dir, diverses copies del mateix recurs). Doneu un algorisme que permeti programar totes
les activitats fent servir el menor ntimero possible de recursos.



2.4. (Recobriment minimal) Sigui G = (V, E) un graf no dirigit. Un subconjunt C C V s’anomena
recobriment de vertexs de G si

V{u,v} € E: {u,v} NC #£0.
Donat G = (V, E), un recobriment de vertexs C' és diu que és minimal si per qualsevol C' CV a G,
tal que C' C C hem de tenir que C’ no és un recobriment de vertexs.

Un conjunt C' C V és un recobriment de vértexs minim si C' és un recobriment de vertexs a G amb
minima cardinalitat. (Quan G és un arbre, hi ha un algorisme polinomic per a trobar un recobriment
de vertexs minim a G, pero per a G generals el problema és NP-hard).

En aquest problema demostrareu que, a diferencia del problema de trobar un recobriment de vertexs
minim, el problema de trobar un recobriment de vertexs minimal pot ser resolt en temps polinomic.

(a) Demostreu que un recobriment de vértexs minimal no necessariament ha de ser un recobriment
de vertexs minim.

(b) Demostreu que tot recobriment de vertexs minim també és minimal.

(¢) Doneu un algorisme polindomic per trobar un recobriment de veértexs minimal a G.



2.5. (Ratolins i caus) A un experiment sociologic es disposen n ratolins a les posicions R = {ry,...,r,}
determinades sobre una linia recta. A la mateixa linia hi ha n caus localitzats a les posicions C =
{c1,...,¢n}. A cada cau només es podra allotjar un ratoli.

Un ratoli pot romandre a la seva posicié, moure’s un pas cap a la dreta de la linia (és a dir, de la
posicié x a la posicié x + 1), o moure’s un pas cap a ’esquerra de la linia (és a dir, de la posicié z a la
posicié x — 1). Qualsevol d’aquests moviments consumeix un minut de temps.

Dissenyeu un algorisme, el més eficient possible, per a assignar els ratolins als caus de manera que es
minimitzi el temps en que "iltim ratoli entra dins d’un cau. Raoneu el cost de 1'algorisme proposat.



2.6. (SOS Rural) Considerad un camino rural en el Pirineo con casas muy dispersas a lo largo de él.
Por motivos de seguridad se quieren colocar estaciones SOS en algunos puntos de la carretera. Los
expertos indican que, teniendo en cuenta las condiciones climaticas de la zona, se deberia garantizar
que cada casa se encuentre como maximo a una distancia de 15km, siguiendo la carretera, de una de
las estaciones SOS.

Proporcionad un algoritmo eficiente que consiga este objetivo utilizando el minimo niimero de estaciones
SOS posibles. Justificad la correccion y el coste de vuestro algoritmo e indicad la complejidad en tiempo
de la solucién propuesta.



2.7. (Graf centre) Sigui T = (V, E) un arbre no dirigit amb n vértexs. Per a u,v € V, sigui d(u,v) el
nombre d ’arestes del cami de v a v en T'. Definim el centre de T' com el vertex

¢ = argminyey{maz,cvd(u,v)}.

Describiu un algorisme de cost O(n) per a obtenir un centre de T'.



2.8. (Huffmann maxim) Si utilitzem ’algorisme de Huffmann per a comprimir un text format per n,
simbols que apareixen amb freqiiencies f1, fo, f3,..., fn quina és la maxima longitud de compressio
d’un simbol que podem obtenir? Doneu un exemple de les freqliencies on es compleix aquesta condicié.



2.9. (Googol) La companyia Googol vol detectar a la web en quin idioma esta escrita cada pagina a la
web. Per aix0, ha dissenyat un programa que quan descarrega una pagina, pot demanar si la pagina
esta escrita en idioma L; (1 <1 < 8) i el programa respon SI o NO. Googol sap que de totes les pagines
a internet, el 40% estan escrites en L1, el 17% en Lo, el 15% en L3 , el 11% en Ly, el 9% Ls, el 5% Lg,
el 2% L7, 1el 1% Lg.

(a) Googol, ha dissenyat un programa al que, quan descarrega una pagina, pot demanar si la pagina
esta escrita en idioma L; (1 < i < 8) i el programa respon SI o NO. En quin ordre s’han a de
fer les preguntes per que el nombre mitja de preguntes necessaries per a identificar 'idioma sigui
minim?

(b) Un dels informatics a Googol pensa que potser seria millor fer servir un programa que, donats
dos conjunts disjunts d’idiomes, diu si la pagina esta escrita amb un idioma del primer conjunt o
amb un idioma del segon. Dissenya un algorisme, que fent servir aquest tipus de qiiestions, trobi
I'idioma en el que esta escrit la pagina. Quin sera el nombre esperat de qiiestions utilitzant el teu
algorisme? (Ajut: Penseu en el codis de Huffman)



2.10. (Bottleneck ST) Un bottleneck spanning tree T d’un graf no dirigit i ponderat G = (V, E,w), on
w: E — R, és un arbre d’expansié de G on el pes més gran és minim sobre tots els arbres d’expansié
de G. Diem que el valor d 'un bottleneck spanning tree és el pes de la aresta de pes maxim a 7.

(a) Demostreu la correctesa o trobeu un contraexemple pels enunciats segiients:

o Un bottleneck spanning tree és també un arbre d’expansio minim.
o Un arbre d’expansio minim és també un bottleneck spanning tree.

(b) Doneu un algorisme amb cost O(|V| 4 |E|) que donat un graf G i un enter b, determini si el valor
d ’un bottleneck spanning tree és < b.



2.11. (MST 1nic?) Demostreu que un graf G té un tinic MST si, per a tot tall C' de G, existeix una tnica
aresta e € C' amb valor minim. Demostreu que el el reciproc no és cert, i.e. pot ser el cas de que per
un o més talls C' tinguem més d’una aresta minim pes, pero que el MST sigui tnic



2.12. (MST amb colors) Tenim un graf no dirigit i connex G = (V, E) i una coloracié de les arestes amb
dos colors, roig i blau (¢ : E — {R, B}). Doneu un algorisme per a obtenir un arbre d’expansié amb
el minim nombre d’arestes blaves.



2.13. (Mark and collect) Tenim un graf connex no dirigit G = (V, E) on cada node v € V' té associat un
valor ¢(v) > 0; considerem el segiient joc unipersonal:

(a) Els nodes inicialment no estan marcats i la puntuacié del jugador és 0.

(b) El jugador selecciona un node u € V' no marcat. Sigui M (u) el conjunt de veins de u a G que
ja han sigut marcats. Aleshores, s’afegeix a la puntuacié del jugador el valor ZveM(u) L(v) i
marquem 1.

(¢) El joc es repeteix fins que tots els nodes siguin marcats o el jugador decideixi finalitzar la partida,
deixant possiblement alguns nodes sense marcar.

Per exemple, suposeu que el graf té tres nodes A, B,C on A esta connectat a B i B amb C, amb
L(A) =3, ¢(B) =2, £(C) = 3. En aquest cas, una estratégia optima seria marcar primer A, després C
i finalment B. Aquest ordre dona al jugador una puntuacié total de 6.

(a) Es possible obtenir una puntuacié millor deixant algun dels nodes sense marcar? Justifiqueu la
vostra resposta.

(b) Dissenyeu un algorisme vorag per tal d’obtenir la millor puntuacié possible. Justifiqueu la seva
correctesa i doneu-ne el cost.

(¢) Suposeu ara que ¢(v) pugui ser negatiu. Continua el vostre algorisme proporcionant la puntuacié
maxima possible?

(d) Counsidereu la segiient modificacié del joc per aquest cas en qué els nodes poguessin tenir valors
negatius: eliminem primerament de G tots els nodes v € V amb ¢(v) < 0, per tal de seguidament
executar el vostre algorisme sobre el graf resultant d’aquesta eliminacié. Doneu un exemple on
aquesta variacié no proporcioni la maxima puntuacié possible.



2.14. (HEX) El joc d’'HEX té com un dels seus inventors, al matematic John Nash. En aquest joc, dos
jugadors, un amb color negre i ’altre amb color e blanc, fan torns on a cada torn el jugador que li toca
col-loca una pedra del seu colors a una posicié encara buida, a una xarxa n x n de cel.les hexagonals.
Un cop col-locada una pedra, no es pot moure. L’objectiu de cada jugador és connectar els costats del
mateix color a la graella, amb un cami continuo fet amb les seves pedres. Dues cel-les es consideren
connectades si comparteixen una vora les dues tenen la pedres amb el mateix color.

Red wan

Descriviu un algorisme eficient per al seguiment d’una partida. L’algorisme, després de cada jugada,
ha d’indicar si el jugador que acaba de jugar ha guanyat el joc de HEX.



2.15. (Moviments tauler) Tenim un tauler de dimensions n x n, amb n fitxes collocades a certes posicions
(1,91) -+, (Tn,yn) 1 una fila . Volem determinar el minim nombre de moviments necessaris per a
posar les n fitxes a la fila ¢ (una a cada casella). Els moviments permesos sén: cap a la dreta, esquerra,
amunt i avall. Durant aquests moviments es poden apilar tantes fitxes a la mateixa posicié com calgui.
Pero en finalitzar ha de quedar una fitxa per casella.

Pista: El nombre de moviments verticals (amunt/avall) necessaris es pot calcular facilment.



2.16. (CinemaVis) L’empresa CinemaVis ha de programar I’aparicié d’un seguit d’anuncis a una pantalla
gegant a la Placga del Mig la diada de Sant Jordi. La tirada d’anuncis es pot iniciar a temps 0 (I'inici
programat) perd mai abans. A més, CinemaVis disposa d’un conjunt de n anuncis per fer la seleccié.
L’anunci ¢ té una durada de 1 minut i té associat dos valors reals no negatius t; i b;. L’anunciat
pagara b; euros a CinemaVis si 'anunci i s’emet a l'interval [0,¢;] 1 O euros si s’emet després. Cap
dels n anuncis es pot mostrar més d’una vegada. CinemaVis vol projectar la seleccié d’anuncis que 1i
proporcioni maxim benefici. Dissenyeu un algorisme, el més eficient que podeu, per a resoldre aquest
problema.



2.17. (Agenda) A la vostra agenda teniu una llista L de totes les tasques que heu de completar en el dia
de avui. Per a cada tasca i € L s’especifica la durada d; € N que indica el temps necessari per a
completar-la i un factor de penalitzacié p; € Z1 que n’agreuja el retard. Heu de determinar en quin
ordre realitzar totes les tasques per obtenir el resultat que menys penalitzacié total acumuli.

Tingueu en compte que:

e en un instant de temps només podeu realitzar una unica tasca,
e una vegada comenceu a fer una tasca, heu de continuar-la fins a finalitzar-la, i

e s’han de completar totes les tasques.

El criteri d’optimitzacié és la penalitzacié total que s’acumula. La penalitzacié real associada a una
tasca i € L és el temps de finalitzacio6 ¢; de la seva realitzacié, multiplicat per la seva penalitzacié p;.
El temps de finalitzacié ¢; es correspon al temps transcorregut des de l'inici de la jornada laboral (és
a dir, des de l'instant de temps 0) fins al moment en que s’ha finalitzat la tasca.!

Considereu ’algorisme vorag que programa les tasques en ordre decreixent de factor de penalitzacié p;.
Determineu si aquest algoritme resol el problema. En cas que no ho faci, proporcioneu un algorisme
(tant eficient com pogueu) per resoldre’l.

1Observeu que, segons les restriccions del problema, la realitzacié d’una tasca i € L amb temps de finalitzacié t; haura
comengat a l'instant ¢; — d;.



2.18. (VLSI) Als circuits VLSI, s’utilitza un encaminament Manhattan sobre la placa aillant on va muntat
el circuit. Les connexions horitzontals van per la cara de sota i les connexions verticals per la cara
de sobre. Quan es necessiten connectar les connexions horitzontals amb les verticals, es perfora la
placa amb el que s’anomena una wvia. Les connexions del circuit amb 'exterior es realitzen amb pins
(veure la figura, on les connexions de sobre estan dibuixades en solid i les que van per sota amb linia
discontinua). Tant les connexions horitzontals com verticals segueixen unes pistes dibuixades sobre la
placa en forma d’una graella, i els pins estat alineats a un extrem de la placa. Sigui h el nombre de
pistes horitzontals utilitzades. Si L = {(p1,q1), (p2,G2),- -, (Pn,qn)} s6n una seqiiéncia de parells de
pins a connectar (dos a dos), volem dissenyar un algorisme que connecti els parells de pins utilitzant
el minim nombre de pistes horitzontals h. Per exemple, considereu la segiient figura:

-—

Tenim com a entrada L = {(1,3),(2,7), (4,8),(5,6)}, el nombre de h és 3, i no es pot fer amb h = 2.

En particular: dissenyeu un algorisme eficient, que donats n parells de pins, resolgui el problema de
I’encaminament, de manera que es minimitzi h. Doneu-ne la complexitat i demostreu-ne la correctesa.



2.19. (WebSocial) A lempresa WebSocial 1li han donat un premi molt important per la seva contribucié
tecnologica a l'estudi de les relacions interpersonals a xarxes socials. Per celebrar-ho han decidit
organitzar una gran festa amb els seus clients en que volen fer gala dels bons resultats que obtenen.

Els CEOs de WebSocial han determinat un conjunt d’n tasques que s’han de portar a terme per a la
correcta organitzacio de la festa, i disposen d’un conjunt S d’n treballadors per encarregar-se’n. Totes
les tasques requereixen un encarregat i totes menys una requereixen que una altra persona del grup de
treballadors seleccionats actui com a supervisor. Un treballador pot supervisar cap, una o més d’una
tasca.

Fent tus de la seva propia tecnologia ’equip directiu de WebSocial ha mesurat, per a cada parell
de treballadors (a,b), un coeficient que indica la insatisfaccié derivada del fet que un d’ells hagi de
supervisar una tasca encarregada a ’altre. També ha determinat un subconjunt de treballadors I C S
que no poden ser supervisors de cap tasca (tot i ells si que poden ser supervisats), i també un conjunt
de treballadors J C S, IN.J = @, que podrien fer-se carrec de tasques sense necessitat de cap supervisioé.

També han fixat un llindar maxim d’incompatibilitat u.

(a) Doneu un algorisme amb cost polinomic per determinar si és possible trobar una estructura
jerarquica compatible amb les restriccions de WebSocial de manera que, entre tot parell de su-
pervisor i supervisat, el nivell d’insatisfaccié sigui com a maxim wu.

(b) Assumint que hi ha una estructura jerarquica compatible amb les restriccions de l’apartat (a),
proporcioneu un algorisme eficient per obtenir una estructura jerarquica en la qual es minimitzi
la suma dels coeficients d’insatisfaccié entre supervisors i supervisats.



2.20. (BCN-Paris) Doneu un algorisme que resolgui el segiient problema i doneu la seva complexitat en
funcié de n. Justifiqueu-ne la correctesa:
Volem anar de Barcelona a Paris seguint ’autopista a través de Lyon, i tenim n benzineres, B; ..., By,
al llarg d’aquesta ruta. Amb el diposit ple, el vostre cotxe pot funcionar K km. La benzinera By és a
Barcelona, i cada B;, 2 < i < n és a d; < K km. de la benzinera B;_;. La benzinera B,, és a Paris.
Quina és 'estrategia per aturar-se el minim nombre de cops al llarg del viatge?



2.21. (Fusionant seqiiéncies) Ja sabeu que fer la fusi ordenada de dues seqiiéncies ordenades d’'m i n
elements, respectivament, comporta fer m +n moviments de dades (penseu, per exemple, en un merge
durant Pordenacié amb mergesort d’un vector). Perd si hem de fer la fusié d’N seqiiencies, dos a dos,
Pordre en que es facin les fusions és rellevant. Imagineu que tenim tres seqiiencies A, B i C' amb 30,
50 i 10 elements, respectivament. Si fusionem A amb B i després el resultat el fusionem amb C', farem
30 4+ 50 = 80 moviments per a la primera fusié i 80 + 10 = 90 per a la segona, amb un total de 170
moviments. En canvi, si fusionem primer A i C'i el resultat el fusionem amb B farem un total de 130
moviments.

Dissenyeu un algorisme golafre (greedy) per fer les fusions i obtenir la seqiiéncia final ordenada amb
minim nombre total de moviments. Justifiqueu la seva correctesa i calculeu-ne el cost temporal del
vostre algorisme en funcié del nombre de seqiiencies N.



2.22. (Optims de Pareto)
Considereu un conjunt P = {(z1,41), ..., (Zn,yn)} d’'n punts en el pla Euclidia (2-dimensional). Diem
que un punt (z;,y;) domina un altre punt (x;,y;) si és més gran en totes dues coordenades, és a dir,
siz; > x5 1y; > y;. Diem que un punt és mazimal si no és dominat per cap altre.
Per exemple, al conjunt de punts mostrat en aquesta figura, els punts solids sén els punts maximals,
mentre que els punts buits sén dominats. Les linies discontinues emmarquen quins punts sén dominats
per cadascun dels punts maximals.

Donat un conjunt P d’n punts, dissenyeu un algorisme eficient per a trobar tots els punts maximals
de P (els anomenats Optims de Pareto).



2.23. (Streaming) Tenim n paquets de video que s’han d’enviar seqiiencialment per una tnica linia de
comunicacié (aixd s’anomena streaming). El paquet i-esim té una grandaria de b; bits i triga ¢; segons
a travessar, on t; i b; sén enters positius (no es poden enviar dos paquets al mateix temps). Podeu
assumir que la velocitat de transmissié d’un paquet es uniforme.

Hem de decidir una planificacié de I'ordre en qué hem d’enviar els paquets de manera que, un cop tenim
un ordre, no pot haver-hi retard entre la fi d’un paquet i el comencament del segiient. Assumirem que
comencem a l'instant 0 i finalitzem al Z?:l t;. A més, el proveidor de la connexié vol utilitzar una
amplada de banda no massa gran, per tant s’afegeix la restriccié segiient: Per a cada enter t > 0, el
nombre total de bits que enviem de temps 0 a ¢ ha de ser < rt, per a una r > 0 fixada (noteu que
aquesta restriccié no diu res per a perfodes de temps que no comencen a 'instant 0). Direm que una
planificacié és valida si satisfa la restriccié previa.

El problema a resoldre és el segiient: donat un conjunt de n paquets, cadascun especificat per la seva
grandaria b; i la durada de la seva transmissio ¢;, i donat el valor del parametre r, hem de determinar
si existeix una planificacié valida dels n paquets. Per exemple, si n = 3 amb (by,t;) = (2000, 1),
(ba, t2) = (6000, 2) i (bs,t3) = (2000, 1) amb r = 5000, aleshores la planificaci6 1,2,3 és valida, donat

que compleix la restriccié.
Per a resoldre aquest problema, heu de resoldre els apartats segiients:
(a) Demostreu o doneu un contraexemple a Penunciat de: és veritat que existeix una planificacié
valida si, 1 inicament si, per a cada paquet ¢ tenim b; < rt;.

(b) Doneu un algorisme que per a una entrada de n paquets (cadascun especificat per (b;,¢;)) i el
parametre r, determini si existeix una planificacié valida. El vostre algorisme hauria de tenir
complexitat polinomica en n.



2.24. (CatCar) Un grup de persones que necessiten esporadicament un cotxe han creat CatCar, una coo-
perativa per gestionar 1'is compartit dels seus cotxes. La companya té una web, quan una membre
de CatCar necessita un cotxe, la nit previa, escriu a la pagina web de la CatCar, ’hora i lloc on vol
recollir el cotxe i 'hora i lloc on el deixara. CatCar ha de preveure tenir suficients cotxes disponibles a
cada lloc per a satisfer les demandes del dia, pero, per altra banda, també és important tenir un excés
de cotxes immobilitzats a un lloc. Per tant, CatCar vol un algorisme eficient que minimitzi el nombre
total de cotxes que la companya ha de deixar a cada lloc.

Formalment, el problema és el segiient: Com a entrada tenim m llocs (1 fins a m) i n tuples (I,¢,1',t'),
a on [,t és el lloc i temps de recollida i I’,t’ és el lloc i tems de retornar el cotxe. Quan una persona
s’emporta un cotxe d’un lloc determinat, el nombre de cotxes al lloc disminueix en 1, i quan el torna,
incrementa en 1. Doneu un algorisme que calculi el nombre de cotxes que CatCar ha de deixar a cada
un dels m llocs, amb les restriccions que cada lloc sempre ha de tenir un nombre no negatiu de cotxes
i que el nombre de cotxes immobilitzats ha de ser minim.



2.25. (Punts) Donat un conjunt {z1, zs,...,z,} de punts de la recta real, doneu un algorisme per a deter-
minar el conjunt més petit d’intervals tancats amb longitud unitat, que cobreixen tots els punts.



2.26. (MST?) Argumenteu si el segiient algorisme per a trobar el MST d’un graf donat G = (V, E), que
és connex, no dirigit i amb pesos w : E — NT, és o no és correcte, i si és correcte doneu la seva
complexitat:

(a) Particioneu V en dos subconjunts S; i Se (i.e. V =51 US> 151 NSy =0 tal que cadascun dels
subgrafs resultants Gg, i G'g, son connexes.
(b) Recursivament trobeu un MST Tg, per a Gg, i un MST T, per a Gg,.

(¢) Com G és connex hi hauran arestes entre els vertexs de T, i de Tg,, escolliu I'atesta amb menys
pes per a formar un MST de G.



2.27. (MST a grafs petits) Tenim un graf no dirigit i connex G = (V, E) amb pesos w : E — N* i tal
que |V| =n1i|E| = n. Doneu un algorisme linear per a trobar el MST de G.



2.28. (About Huffman) Per cadascuna de les afirmacions segiients indique-ho si és o no certa.

(a) En un codi de Huffman, si tots els caracters tenen freqiiéncia < 1/3, aleshores NO existeix cap
caracter que es pugui codificar amb longitud 1.

(b) En un codi de Huffman, si tots els caracters tenen freqiiencia < 2/5, aleshores no hi han caracters
que es pugui codificar amb longitud 1.

(¢) Siaun codi Huffman tenim una fulla a profunditat 1 i una altra fulla a profunditat 3, aixo implica
que ha d’haver una fulla a profunditat 2.



