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RESUMEN: Se expone un plan para demostrar, utilizando An álisis No-estandar, si la clase de conjuntos cuya cardinalidad
se descompone en un número par de factores primos distintos, no es definible en la l ógica de primer orden con predicados
para el orden lineal, las operaciones de adici ón multiplicación y exoneración en base 2, restringiendonos a modelos finitos.
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NON-STANDAR ANALYSIS METHODS IN FINITE MODEL THEORY

ABSTRACT: We outline a plan to show, using Non-estandar Anlysis, that the equery “Is the number of distint prime factors
of the cardinality of a finite set even ?” is not definable in a first-order language with built-in linear order, built-in operations
of addition, multiplication and based 2 exponentiation. Key words: non-standar Analysis, Finite Model Theory, definiability.

Consideramos que toda estructura contiene al menos
dos elementos; que el universo de cualquier estructura de
cardinalidad n > 1 es el segmento inicial de números nat-
urales f0; 1; : : : ; n�1g. Incorporamos a la lógica de primer
orden con igualdad el conjunto de constantes lógicas � =

f<;+;�; 0; 1g, tales que en cualquier estructura de car-
dinalidad n, < es el orden lineal de los naturales, + y �
son suma y producto módulo n, 0 y 1 son nombres para
el número cero y el número uno (también para el neutro
aditivo y multiplicativo; para el primer y segundo elemen-
tos en el orden). PO(�) es la lógica de primer orden con
igualdad más los elementos en �. Esto es el conjunto
de fórmulas de primer orden construidas a partir de los
conectivos lógicos, los cuantificadores, la igualdad, los el-
ementos en � y elementos de cualquier vocabulario finito
� .

Para cualquier vocabulario � = fR1; : : : ; Rs; C1; : : : ; Crg,
donde cada Ri es un sı́mbolo relacional y cada Cj es un
sı́mbolo constante, una � -estructura (de primer orden) es
una estructura en el sentido usual de la Teorı́a de Modelos
con las constantes lógicas de � [ f=g incorporadas. Por
STRUCT (�) denotamos el conjunto de todas las estruc-
turas finitas sobre � . Si A 2 STRUCT (�) entonces jAj
denota la cardinalidad de su universo. Por N denotamos
el conjunto de los números naturales y por �N el conjunto
de los naturales hiperfinitos.

Sea � el vocabulario vacı́o. Una �-estructura de tamaño
n > 1 es hf0; 1; : : : ; n�1g; <;+;�; 0; 1i. Denotaremos esta
�-estructura por An, para cada n > 1. Pretendemos de-
mostrar que la siguiente clase de �-estructuras finitas:

EFACTOR = fA 2 STRUCT (�) : el número de

factores primos de jAj es parg

no es definible en PO(�), utilizando métodos del Análisis
No-estandar.

Ya que EFACTOR es definible en cierta extensión de
PO(�) con cuantificadores generalizados (o tipo Lind-
ström), obtenemos ası́ una distinción de la capacidad ex-
presiva entre dos lenguajes de primer orden que creemos
tiene como consecuencia una importante separación (ya
conocida 3) entre dos clases de complejidad computa-
cional, debido al puente entre la Teorı́a de Modelos Finitos
y la Complejidad Computacional. Nuestra referencia para
el Análisis No-estandar y Teorı́a de Modelos en general es
1; para la Teorı́a de Modelos Finitos es 2.

Sea hV (N);2i el universo de las matemáticas sobre N .

(Para cualquier conjunto X , V (X) =
1S
n=0

Vn(X) donde

V0(X) = X y Vn+1(X) = Vn(X) [ P (Vn(X)) para n > 0.
P (X) denota el conjunto de partes de X y 2 es la relación
de pertenencia.) En hV (N);2i se pueden definir todos
los elementos para la aritmética sobre N . En particular la
estructura N := hN;<;+;�; 0; 1i habita en hV (N);2i, con
<, +,�, 0 y 1 interpretados como es usual enN (todas es-
tas operaciones y constantes son definibles en hV (N);2i).
Más aún,

(1) EFACTOR es definible respecto a hV (N);2i por una
fórmula con cuantificadores acotados EF (u; v) 2
PO(f2g), en el siguiente sentido:

8n � 0; An 2 EFACTOR () hV (N);2i j= EF (n;N):

(2) Para toda sentencia  2 PO(�), existe una fórmula
con cuantificadores acotados
TRA

 (y; z) 2 PO(f2g), tal que 8n > 0,

An j=  () hV (N);2i j= TRA
 (n;N):
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Nuestro plan general será transferir el problema de ex-
presabilidad de EFACTOR en hV (N); 2i a hV (�N);2i, el
universo de las matemáticas sobre �

N . Luego, para de-
mostrar que EFACTOR no es definible en PO(�) (respecto
al universo hV (N);2i), bastará demostrar que existen en-
teros hiperfinitos K y p, con p primo y K < p, tal que

AK �
PO(�) AK�p:

En efecto: si existiese una sentencia � 2 PO(�) tal que
8n > 1,

An 2 EFACTOR () An j= �

entonces, por (1) y (2),

hV (N);2i j= 8n 2 N (EF (n;N)  ! TRA
�(n;N)):

Por ser la anterior fórmula de cuantificadores acotados se
tiene, por el Principio de Transferencia,

hV (�N);2i j= 8N 2 �
N (EF (N; �N)  ! TRA

�(N; �N)):

De esto último se concluye que AK y AK�p ambos satis-
facen � y, en consecuencia, tienen universos de cardinal-
idad de igual paridad de factores primos, lo cual es una
contradicción.

Para construir K y p será suficiente construir una
sucesión de primos hiperfinitos p1 < p2 < : : : < pd�1 < pd,
tomar K = p1p2 � � � pd�1 y p = pd, y demostrar que para un
d suficientemente grande (hiperfinito) las estructuras AK
y AK�p son indistinguibles por sentencias en PO(�). For-
malmente, nuestro plan es demostrar la existencia de una
función interna F : �N ! �

N que es creciente y, para
todo i 2 �

N , F (i) es primo; además de la existencia de un
ı́ndice d 2 �

N , tal que si K =
Q

i�d�1

F (i) entonces

AK �
PO(�) AK�F (d):

Obsérvese que esta estrategia obliga a agregar un nuevo
sı́mbolo funcional a nuestro vocabulario inicial. A contin-
uación describimos cómo vamos a proceder. Sea �N :=

h�N; � <; �+; ��; �0; �1i la extensión elemental de N en
hV (�N);2i. Similar al caso de N , en �N los sı́mbolos
<, +, �, 0 y 1 tienen su interpretación usual (e.g., orden
lineal, suma y producto de hiperfinitos).
Paso 1. Expresamos todas las PO(�)–fórmulas en una
forma canónica:

Lema 1: Sea �(z) 2 PO(�), entonces existe una fórmula
de división

DIV
�(z; y1; y2) := Q1x1 : : :Qrxr

m_

i=1

n^

j=1

�i;j(z; x; y1; y2)

tal que 8h 2 �
N y a = (a1; : : : ; ak) con ai � h

Ah j= �(a) () �N j= DIV
�(a; h; h)

donde �i;j(z; x; y1; y2) es una de las siguientes
fórmulas:

9w(t1(z; x) = t2(z; x) + y1 � w); ó
8w:(t1(z; x) = t2(z; x) + y2 � w); ó
t1(x) = t2(x) ó :(t1(x) = t2(x));

para algunos términos de PO(�), t1(z; x), t2(z; x),
t1(x) y t2(x).

Por ejemplo, considere �(z1; z2) := z1 � z2 entonces la
fórmula de división correspondiente es

DIV
�(z1; z2; y1; y2) := 9q19q29q38s18s2

([9w1(z1 = w1 � y2 + q1) ^ 9w2(z2 = w2 � y2 + q2) ^

q1 + q3 = q2 ^ :(s1 + s2 = q3)] _

[9w1(z1 = w1 � y2 + q1) ^ 9w2(z2 = w2 � y2 + q2) ^

q1 + q3 = q2 ^ 8w:(q1 + s1 = w � y1)])

Intuitivamente, en �N decimos que z1 y z2 son congru-
entes a algunos q1 y q2 modulo h, respectivamente, q1 �
q2, y q1 y q2 estan dentro de la misma copia de Ah.

Paso 2. Agregamos un nuevo sı́mbolo funcional
g al vocabulario f2g; definimos la versión funcional
de DIV

�(y1; y2) (esto es FUNCDIV
�(y1; y2; g)) y de-

mostramos su equivalencia. (A modo de ilustración: sea

DIV
�(y1; y2) := 9w(t1 = t2 + y1 � w) ^

8w:(t1 = t2 + y2 � w)

entonces su versión funcional es

FUNCDIV
�(y1; y2; g) := 8q � y19w(t1 = t2 + g(q)� w) ^

9q � y28w:(t1 = t2 + g(q)� w) :)

Lema 2: Sean � una sentencia en PO(�), h 2 �
N y F :

�
N ! �

N una sucesión arbitraria de primos distintos.
Si N =

Q
i�h

F (i), entonces

�N j= DIV
�(N;N)

si y sólo si

h�N ; F i j= FUNCDIV
�(h; h; g):

Paso 3. Demostramos la existencia de F : �N ! �
N y

d 2 �
N con las propiedades requeridas:

Lema 3: Existe una función interna F : �N ! �
N y un

número hiperfinito d que satisfacen las siguientes tres
propiedades:

1 F es una sucesión creciente y para todo i 2 �
N ,

F (i) es un número primo en �
N .

2 Para cualquier sentencia � 2 PO(�), si existe
n 2 N tal que para todo k 2 N con k � n, se
tiene

h�N ; F i j= FUNCDIV
�(k; k; g)

entonces, para todo h con n � h � d,

h�N ; F i j= FUNCDIV
�(h; h; g):
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3 Para cualquier sentencia � 2 PO(�), si existe n 2 N
tal que para todo k 2 N con k � n, se tiene

h�N ; F i j= :FUNCDIV �(k; k; g)

entonces, para todo h con n � h � d,

h�N ; F i j= :FUNCDIV �(h; h; g): 2

Paso 4. Sean F y d como en el Lema 3. Si K =
Q
i�d

F (i)

entonces
AK �

PO(�) AK�F (d):

Por Lema 1 y Lema 2 esto equivale a demostrar

h�N ; F i j= FUNCDIV
�(d� 1; d� 1; g)

si y sólo si
h�N ; F i j= FUNCDIV

�(d; d; g):

Luego usamos Lema 3. 2
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