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1 Dominis de dades,problemesdecisionalsi computacionals

Dominis de dades Un dominide dadesésun conjuntqueportaassociaunafuncid detalla queassigna
un nombrenaturala cadaelementdel conjunt. Alguns exemplesde dominisde dadesson el conjuntdels

nombresentersgl conjuntdelsnombregacionalsgl conjuntdelsgrafs,el conjuntdelsgrafsdirigits adclics

ambpesosentersassociat® les arestesel conjuntdelsdosvalorsbooleans{0, 1}, eteetera. La funcié de

talla associada cadascurd’aquestsdominis es sobreerén pel contet i tipicamentcorresporal nombre
d’'unitats de menoria que es requereixper representauna codificacd estindarde I'objecte. Si z ésun

objected’un dominidedades|a tallao midadez esdenota|z|.

Problemesdecisionals Sbn els problemeson esdemanadeterminarsi un objectedonatsatist unapro-
pietat. Perexemple: determinarsi un graf donatcon€ un cicle hamiltona, &sa dir, un cicle quepasseger
cadavertex exactamentnavegada.En abstracteun problemadecisionals’especificandicant:

e unconjuntde possibleentradesE,
e unsubconjun’ C FE d'inst@nciespositiveg(la propieta).

La restad’instancieslesde la diferenciaE’ — T, s'anomenennst@anciesnegatives Informalment,el pro-
blemaesplantejaé aixi: “Donadaunaentradar € E, determinarsi z pertaty a7 oaFE — T".

De vegadesel problemaque realmentensinteressano és determinarsi un objectesatist o no una
propietat,sind calcularne un resultatméscomple queunasimplerespostasi 0 NO. Perexemple, seyuint
amb el problemade determinarsi un graf donatcon& un cicle hamiltona, el més probableés que ens

interessitrobaraquesticle encasqueexisteixi. Definim aquestipusde problemes.

Problemescomputacionals Un problemacomputacionat’especificandicant:

e unconjuntde possibleentradesE,
e unconjuntde possiblesortidess,
e unarelacib d'entrada/sortidaR C E x S.

Informalment,el problemaesplantejaaixi: “Donadaunaentradaz € FE, trobarunasortiday € S tal que
(z,y) € R, sin’hi ha”.

Recorderrel problemadecisionabn, donatun graf,esdemanaleterminaisi cong un cicle hamiltona o
no,i la versb computacionabn, donatun graf, esdemandrobarun cicle hamiltong, si n’hi ha. Esevident
gueresoldrela segonaversb enspermetresoldrela primera. Peo, dit aixd, no ésgensdificil entendre
queaquestesiuesversionsdel problemason, defet, essencialmergquivalents. En efecte,si somcapaos
de determinarsi un graf qualseol cong€ un cicle hamiltona, tamke podremtrobarquinesson les arestes
d’'un d'aquestgicles: escollimun vertex v qualseol, esborrentotesles aresteguetoquenv merys dues,
determinensi el subgrafresultantcon& un cicle hamiltong, i repetimfins que entrobemun. Si iterem
aguesprocsfins aesgotatots elsvertexs acabarenperconstruirel cicle buscat.

Vist aix0, quedefet @&smolt generali s’aplicaala majoriadelsproblemesjueenstrobemala practica,
enssatishremde desewroluparla teoriaestrictamenper problemeglecisionals.



2 ClassesPi NP

Classedgle problemes Enaquestaecco introdurem classesle problemeslecisionalsgsa dir, conjunts
de problemegqquetipicamentcompartiraralgunacaracteisticacomuna.En aquesipuntconvé fer notarels
tresnivells d’abstracd quehi intervenen:

ins@ncia problemadecisional  classale problemesiecisionals
T II C

Peral queve a continuadd ésimportantsentirse comodeamb aquestdres nivells d'abstracd creixent
(comindicala llargadadel seunom),i no confondrels.

Costi algorismespolinomics Sigui A : E — S unalgorismequeagah entradesle E i retornasortides
de S. Percadaentradar € E, sigui T4(z) el nombrede passoslementalgen el modelde calcul sota
considerad) quetrigal'algorisme A ambentradaz. Percadan € N, sigui

ta(n) =max{Ts(z):z € E, |z| =n}.

Si existeix un polinomip(n) tal quet4(n) < p(n) pertotn € N, esdiu que A ésun algorismepolindmic.

La classeP Siguill el problemadecisionakeggiient:“Donatx € E, determinaisi z pertaly a7 ono”. Es
diu quell ésdecidibleentempspolinomic si existeix un algorismepolindbmic A : E — {0, 1} tal que,per
totz € E, tenim

zeT = A(z)=1
z¢T = A(z) =0.

P ésla classedelsproblemedecisionalgjue son decidiblesentempspolindmic. Si Il pertaly aP tamke
diemquell ésP.

La classeNP Siguill el problemadecisionakegyiient: “Donatz € F, determinarsi z pertaty a7 o no”.
Esdiu quell ésdecidibleentempspolinomicindeterministasi existeixundominidedadesF’, unalgorisme
polinomic B : E x E' — {0,1}, i unpolinomip(n), talsque,pertotz € F, tenim

xz € T = B(z,y) = 1 peralguny € E' tal que|y| = p(|z|)
z ¢ T = B(z,y) = 0 pertoty € E' tal quely| = p(|z|).

NP ésla classedels problemesdecisionalsque son decidiblesen tempspolinomic indeterminista. Si IT
pertaly a NP tamlte diemquell ésNP. El nom NP prové de I'angles “non-deterministicpolynomial
time”. L'y garantitpel casz € T enla definicib s'anomenaertificat o testimonj o prova. L’algorismeB
s'anomenaverificador Pertant, per veurequeun problemadecisionalll pertaty a NP cal veurequeles
instanciespositivesde IT sbn les quetenencertificatsde talla polinomicaque espodenverificar peralgun
algorismede tempspolindmic.



3 ReduccionsNP-completesaj Teoremade Cook

Reduccions SiguinII i II' dos problemesdecisionalsamb conjuntsd’entradesE i E', i ambconjunts
d’instanciespositivesT i T, respecttament.Diem quell esredueixa IT' entempspolindomic si existeix un
algorismepolindomic A : £ — E' tal que,pertotz € F, tenim

zeT = Alz) € T
zgdT= Alz) ¢ T'.

Diem que A ésunareduccd polinomicadeIl aIl’. Noti'squesi A’ : E' — {0,1} ésun algorismeque
decideixIl' i A : E — E' ésunareduccd polinomicadell aIl’, aleshoresa composiob A’ o A (0 A | A’

en notacd pipe de UNIX) ésun algorismeque decideixII. Esdiu ques’haredut IT a II' i esdenota
IT <P II'. Larelacb dereduccd polindbmicaentreproblemesiecisionalsestableixun (pre-)ordre(parcial)
entreaquests.En casqueIl <P IT' i TI' <P TI diemqueIl i IT' son polinomicamentequivalentsi ho

denotenperlIl =P IT'.

ProblemesNP-dificils, i NP-complets Sigui IT un problemadecisional. Es diu queIl ésNP-dificil si
II <P II pertot I de NP; ésadir, si IT ésunafita superioy enl'ordre delesreducciongolindmiques,a
totselsproblemesie NP. Esdiu quell ésNP-completsi é&sNP-dificil i amespertaly aNP; ésadir, si
IT esun maxim, enl'ordre delesreducciongolindmiques del conjuntdelsproblemesie NP.

Aixi doncs,un problemaNP-dificil €sun problemaalmerys tan dificil com quals&ol problemaque
pertaryi aNP. Enefectesiel poglessimresoldreambunalgorismepolinomic, aleshoresotselsproblemes
de NP tamke espodrienresoldreambun algorismepolinomic. Un problemalNP-completésalmerys tan
dificil com qualseol problemade NP, peid no estrictamenmés dificil quetots ells perque ell mateix
pertaly aNP.

Teoremade Cook ExisteibenproblemedNP-complets?Aqui entenimunanomenaCIRCUIT-SAT:

Donatun circuit C amb porteslogiquesAND, OR, NOT, variablesz1, ... ,zn, | unanica
sortida,determinaisi C éssatishctible. Esadir, determinarsi existeixenay, ... ,a, € {0,1}
talsqueClz, :=ay,... ,zp 1= ap] = 1.

Recordenqueun circuit booled ésun graf dirigit adclic enque totselsvertexs tenengraud’entrada0, 1 o
2,i enque hi haexactamenun vertex ambgraude sortida0. Els vertexs ambgraud’entrada0 representen
lesentradeglel circuit i estanetiquetatsambunavariablez;, elsdegraud’entradal representemnaporta
0gicaNQOT, i elsdegraud’entrada? representennaportaldgicaAND o ORI estanetiquetatambA o O
perindicarho. La sortidadel circuit &sl’ Gnic vértex ambgraude sortidaO.

Es evident que CIRCUIT-SAT pertary a NP: el certificatd’unainstanciapositva C ésprecisament
la seqienciadebits aq, ... ,a, tal queClz; := aq,... ,z, := ap] = 1, condicb queespot verificaren
tempspolindmic sensecapdificultat. Demostraque ésNP-dificil, i pertantNP-complet,ésbastanimés
laboribs. El resultatesconeixcomel Teoremade Cook. Laideaprincipaldela demostra@ ésquequalseol
algorismepot acabaessentmplementatle maneraeficientambun circuit electonic ambportesAND, OR
i NOT si I'entradaes codificaen binari (aguestésla part que no demostrarenagu). Sigui doncsIT un
problemade NP qualseol ambverificadorB : E x E' — {0,1} i certificatsdetallap(n) perentradesie
tallan, i sigui C,(Z,y) el circuit demidapolinomicaqueimplementaB(z,y) ambentradar € E detalla
n i certificaty € E' detallap(n), previaverificacb quez i 7 enefectecodifiquenunz deE i uny de E'.



Aleshoregertot z € F detallan tenimque

rz €T = B(z,y)=1peralguny € E' talquely| = p(|z|)

= C,(z,7y) = 1 peralguny € E' tal quely| = p(|z|)
= Cy(z,y) = 1 peralguny
= Cp(z,-) éssatishctible

z¢T = B(z,y)=0pertoty € E' tal quely| = p(|z|)

= Cyn(Z,7) = 0 pertoty € E' talquely| = p(|z|)
= Cyr(z,y) = 0 pertoty
= C,(z,-) ésinsatishctible

Pertant,la funcio z — C,,(z, -) @sunareduccd polinomicadeIl a CIRCUIT-SAT.



4 AlgunesReduccions

Un cops’hademostrague CIRCUIT-SAT ésNP-completja podemdemostraguemolts altresproblemes
son NP-complets.Coma pasprevi veuremqueunavariantdel problemaCIRCUIT-SAT perférmulesen
formanormalconjuntva (restringidaja ésNP-complet.

3-SAT:

Donatun conjuntdeclausuleg’y, ... , C,, decomamolt tresliteralscadascunajeterminarsi
la conjuncd C; A --- A C,,, éssatishctible.

EsclarqueS-SAT pertaly alNP. Perveureque3-SAT ésNP-dificil, i pertantNP-complet,n’hi haproua
demostragueCIRCUIT-SAT esredueixa 3-SAT. Aqui valareduccd. SiguiC uncircuit booléaambportes
[0giquesAND, ORi NOT i entradegy, . . . , z,,. Constriiremun conjuntdeclausulesF’ = {Cy,... ,Cp}

demaneraqueC siguisatishctiblesi, i noméssi, la conjuncd C; A -+ - A Cy,, hoés.Percadaportau deC,

inclosedesentradesdefinimunanova variabley, i afegim a F' les sgyiientsclausulesde comamolt tres
literalscadascunajueforcenlesvariablesy, aprendreel valor queprendrienesportesquerepresentesi

s'avaluésel circuit:

Siu ésunaentradade C etiquetadar;, afegim -y, V z; i y, V —z; aF.

Siu ésunaNOT i el cableve dela portav, afegim —y, V =y, i yy Vy, a F.

Siu ésunaAND i elscablesvénendew; i vq, afegim —y,, V —yy, V yy aF.

Siu ésunaAND i elscablesvénendew; i v, tamke afegim —y,, V yy, | =y, V yy, aF.
Siu ésunaORi elscablesvénendelesportesv; i vy, afegim —y,, V yy | =y, V y, aF.
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Siu ésunaORi elscablesvénendelesportesv; i vy, tamke afegim =y, V yy, V 40, aF.

Fixeu-wos queno hemfet grancosa:nomeshemforcat lesvariablesa prendreel valor ques’esperal’elles.
Finalmentcal afegir unaclausulagueforci I'avaluacd dela sortidade C a 1:

7. Siu éslasortidade C, tamke afegim y,, a F.

Esclarqueel conjuntdeclausulesF’ espot constriir a partirde C' entempspolindbmic. A més,no ésgens
dificil veureque C' éssatishctible si, i noméssi, la conjuncd de les clausulesde F' éssatishctible. Per
tant, I'algorisme que, donatun circuit C, retornael corresponentonjuntde clausulesF' ésunareduccod
polinomicade CIRCUIT-SAT a 3-SAT. Pertant,3-SAT ésNP-complet.

CONJUNT INDEPENDENT:

DonatungrafG = (V, E) i unnombrenaturalk, determinasi G té un conjuntindependentle
k vértexs. Esadir, determinassi existeixunsubconjuntd C V dek vertexstal que{u,v} ¢ E
pertotu,v € A.

Aqui valareducco de3-SAT aCONJUNTINDEPENDENT Donadeslasule, ... , Cy,, definim:
1.V = {(4 C;) : £ ésunliteral queapareixa C;},
2. E = {{(El,Ci), (@,Cj)} ) :j Ofl = —|£2},
3. k=m.



No ésgenddificil veurequeCj A- - - A C,,, €ssatishctiblesi,i noméssi, el grafG = (V, E)) con€& unconjunt
independentle k vertexs. Pertant,'algorismeque,donatun conjuntde clausule,, ... , Cy,, retornael
corresponengraf G i el nUmerok é€sunareduccd polinomicade 3-SAT a CONJUNT INDEPENDENT.
Pertant, CONJUNTINDEPENDENTésNP-dificil i tamke NP-completperqwe pertaty aNP.

RECOBRIMENT :

Donatun graf G = (V, E) i un nombrenaturalk, determinarsi G té un recobrimentde les
aresteambk vértexs. Esadir, determinarsi existeix un subconjuntd C V dek véertes tal
quepercada{u,v} € E tenimquealmerys un delsextremsu o v pertary A.

Proposenunareduccd de CONJUNTINDEPENDENTaRECOBRIMENT SiguiG = (V, E) ungrafi k
unnombrenatural.Definim &’ i ungraf G' = (V', E') aixi:

1LV =V,
2. B'=E,
3. K =|V| -k

Esclar queG té un conjuntindependentle k vertes si, i noméssi, G’ té un recobrimentde les arestes
ambk’ vertexs. Pertant, I'algorisme que,donatun graf G i un nombrek, retornael graf G’ i el nombre
k" ésunareducco polindmicade CONJUNT INDEPENDENT a RECOBRIMENT. Aixd demostraque
RECOBRIMENTésNP-dificil i tamke NP-completperqe pertary aNP.

INEQUACIONS LINEALS 0O-L

Donadaunamatriu A dem x n entersi donatun vectorb dem entersdeterminarsi existeix
unvectorz € {0,1}" talqueAz > b.

Considerenta segiientreduccd de 3-SAT aINEQUACIONSLINEALS 0-1. Donatun conjuntdeclausules
C1,...,Cy, sobrelesvariablesz, ... , z,, definimunamatriu A de dimensionsn x n i unvectorb de
dimenso m aixi:

1. A[i, j] = 1 siz; apareixa C; sensenegacb,

2. Afi,j] = —1 siz; apareixa C; ambnegacb (i nosense),

3. A[i, j] = 0 siz; noapareixaC;,

4. b[i] = 1 — n; onn; ésel nombredeliteralsambnegacd de C;.
No ésgensdificil veurequeCi A --- A Cy, éssatishctiblesi, i noméssi, existeixunz € {0,1}" tal que

Az > b. A més,lamatriu A i el vectorb espodenconstriir entempspolindmic apartirde C1, ... ,Cy,.
Pertant,la reduccd éspolindmica,i el problemaésdoncsNP-dificil i NP-completperque pertaly aNP.

SUMA DE SUBCONJUNT:

Donatsn entergpositiuspy, . .. , p, escritsambd digits decimalscadascuni, donatun objectiu
c tamke escritambd digits decimalsdeterminasi existeixunsubconjuntS C {1, ... ,n} dels
entersquesumic; ésadir, tal que) ;¢ p; = c.

Redum 3-SAT aSUMA DE SUBCONJUNT Donatunconjuntdeclausule<’, . .. , C,, sobrelesvariables
z1,... ,Tn, INtrodum dosenterspositiusa; i b; percadavariablez;, i dosenterspositiusc; i d; percada
clausulaC;. Totselsentersenend = n + m digits decimals esdefinebenaixi. Percadaj € {1,... ,m}:
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1. siC; teunsolliteral, definimc; = d; = 0,
2. si C; te exactamentlosliterals,definime; = 1071 i d; = 0,
3. si C; te exactamentresliterals,definime; = d; = 1071

Percadai € {1,... ,m}:
1. siz; apareixexactament Cj, , ... , Cj, senseregach, definima; = 10™+~1 4 377 | 109¢~1,
2. siz; apareixexactamen® Gy, , . . . , C,. ambnegacd, definimb; = 1gmHel 4 30 10kl

Finalmentdefinime = 37, 101 + 377 | |Cy] - 107", Caldemostraguela conjuncd Ci A --- A Gy,
éssatishctiblesi, i noméssi, existeix un subconjundelsentersay, b1, ... ,an, by, c1,d1,--. ,Cm, dyn Que
sumene. Un copfet aixd hauremdemostratjueel problemaésNP-dificil i pertantNP-completperque

pertaly aNP.

NUMERO CROMATIC :

Donatungraf G = (V, E) i nombrenaturalk, determinarsi espot pintar G ambk colors. Es

adir, determinarsi existeix unafunctio f : V. — {1,... ,k} tal quesi {u,v} € E, aleshores
flu) # f(v).
Esclarquepertary aNP. Redtim 3-SAT aNUMERO CROMATIC. Donadeslausule<s, ... , C,, sobre
lesvariableszy, ... ,z,, definimk i ungraf G = (V, E) aixi:
1. k=3,

2. V={T,F,R}U{zj,—z;:j=1,... ,n}U{(,C;,1),({,C;,2) :i =1,... ,mil € Ci},

3. E coné: untriangleentreT, F' i R; untriangleentrex;, —z; i R; un triangleentre(l,C;,1),
(I2,C;,1) i (I3, C;, 1) percadaC; = {l1,12,13}; untriangleentre(ly, C;, 1), (l2, C;,1) i T percada
C; = {l1,l2}; untriangleentre(l,C;,1), T i F percadaC; = {l}; unaarestaentre(l,C;,1) i
(1,C;,2); unaarestaentre(l, C;,2) i T; i unaaresteentre(l, C;,2) i l.

Esunxic méscomplicatqueenelsaltrescasospem no massaampoc yveurequeaixd ésunareduccod. Es
adir, queCi A --- A Cy, éssatishctiblesi, i noméssi, G espotpintarambk colors.Claramentla reducch
éspolinobmica. Pertant, NUMERO CROMATIC ésNP-dificil i tamke NP-completperqie pertaty alNP.



