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1 Dominis de dades,problemesdecisionalsi computacionals

Dominis de dades Un dominidedadesésun conjuntqueportaassociatunafuncío de talla queassigna
un nombrenaturala cadaelementdel conjunt. Alguns exemplesde dominisde dadessón el conjuntdels
nombresenters,el conjuntdelsnombresracionals,el conjuntdelsgrafs,el conjuntdelsgrafsdirigits aćıclics
ambpesosentersassociatsa lesarestes,el conjuntdelsdosvalorsbooleans

���������
, etc̀etera.La funció de

talla associadaa cadascund’aquestsdominisessobreent́en pel context i tı́picamentcorresponal nombre
d’unitatsde mem̀oria quees requereixper representarunacodificacío est̀andarde l’objecte. Si 	 ésun
objected’un dominidedades,la talla o midade 	 esdenota
 	�
 .
Problemesdecisionals Són els problemeson esdemanadeterminarsi un objectedonatsatisf̀a unapro-
pietat. Perexemple:determinarsi un graf donatcont́e un cicle hamiltonìa, ésa dir, un cicle quepassaper
cadavèrtex exactamentunavegada.En abstracte,unproblemadecisionals’especificaindicant:

� un conjuntdepossiblesentrades ,� un subconjunt���� d’inst̀anciespositives(la propietat).

La restad’instàncies,les de la diferència ���� , s’anomeneninst̀anciesnegatives. Informalment,el pro-
blemaesplantejar̀a aix́ı: “Donadaunaentrada	��� , determinarsi 	 pertany a � o a ���� ”.

De vegadesel problemaque realmentensinteressano és determinarsi un objectesatisf̀a o no una
propietat,sinó calcular-neun resultatméscomplex queunasimplerespostaŚI o NO. Perexemple,seguint
amb el problemade determinarsi un graf donatcont́e un cicle hamiltonìa, el més probableés que ens
interessitrobaraquestcicleencasqueexisteixi. Definim aquesttipusdeproblemes.

Problemescomputacionals Un problemacomputacionals’especificaindicant:

� un conjuntdepossiblesentrades ,� un conjuntdepossiblessortides� ,� unarelacío d’entrada/sortida�������� .

Informalment,el problemaesplantejaaix́ı: “Donadaunaentrada	��� , trobarunasortida  !��� tal que" 	 �  $#%�&� , si n’hi ha”.
Recordemel problemadecisionalon,donatungraf,esdemanadeterminarsi cont́eunciclehamiltonìa o

no, i la versío computacionalon,donatun graf,esdemanatrobarun cicle hamiltonìa, si n’hi ha. Ésevident
queresoldrela segonaversío enspermetresoldrela primera. Per̀o, dit això, no ésgensdifı́cil entendre
queaquestesduesversionsdel problemasón, defet, essencialmentequivalents.En efecte,si somcapac¸os
de determinarsi un graf qualsevol cont́e un cicle hamiltonìa, tamb́e podremtrobarquinessón les arestes
d’un d’aquestscicles:escollimun vèrtex ' qualsevol, esborremtoteslesarestesquetoquen' menys dues,
determinemsi el subgrafresultantcont́e un cicle hamiltonìa, i repetimfins queen trobemun. Si iterem
aquestproćesfinsaesgotartotselsvèrtexs acabaremperconstruirel cicle buscat.

Vist això, quedefet ésmolt generali s’aplicaa la majoriadelsproblemesqueenstrobema la pràctica,
enssatisfaremdedesenvoluparla teoriaestrictamentperproblemesdecisionals.
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2 ClassesP i NP

Classesde problemes En aquestaseccío introdüıremclassesdeproblemesdecisionals;́esa dir, conjunts
deproblemesquetı́picamentcompartiranalgunacaracteŕısticacomuna.En aquestpuntconvé fer notarels
tresnivells d’abstraccío quehi intervenen:

inst̀ancia problemadecisional classedeproblemesdecisionals( ) C

Peral queve a continuacío és importantsentir-se còmodeambaqueststresnivells d’abstraccío creixent
(comindicala llargadadel seunom),i no confondre’ls.

Cost i algorismespolinòmics Sigui *,+.-�/10 un algorismequeagafa entradesde - i retornasortides
de 0 . Percadaentrada(32 - , sigui 46587 (69 el nombrede passoselementals(en el modelde càlcul sota
consideracío) quetriga l’algorisme * ambentrada( . Percada: 2<; , sigui

= 5>7?: 9A@CBED�FHG 4I5%7 (I9 + (�2 -EJ%K ( K @ :�LNM
Si existeixunpolinomi O�7?: 9 tal que

= 5>7?: 9>P OQ7?: 9 pertot : 2<; , esdiu que * ésun algorismepolinòmic.

La classeP Sigui ) el problemadecisionalsegüent:“Donat (�2 - , determinarsi ( pertany a 4 o no”. Es
diu que ) ésdecidibleentempspolinòmicsi existeix un algorismepolinòmic *�+.-R/ G�S J�T�L tal que,per
tot (�2 - , tenim

(�2 4VUW*X7 (69Y@ T(�Z2 4VUW*X7 (69Y@CS M
[

ésla classedelsproblemesdecisionalsquesón decidiblesentempspolinòmic. Si ) pertany a
[

tamb́e
diemque ) és

[
.

La classeNP Sigui ) el problemadecisionalsegüent: “Donat (\2 - , determinarsi ( pertany a 4 o no”.
Esdiu que ) ésdecidibleentempspolinòmicindeterministasi existeixundominidedades-^] , unalgorisme
polinòmic _R+`-�a&- ] / G�S J�T�L , i un polinomi O�7?: 9 , talsque,pertot (�2 - , tenim

(�2 4CUW_<7 ( Jcb 9A@ T peralgun b 2 - ] tal que K bdK @ O�7eK ( K 9(�Z2 4CUW_<7 ( Jcb 9A@CS pertot b 2 - ] tal que K bdK @ OQ7eK ( K 9 M
f�[

és la classedelsproblemesdecisionalsquesón decidiblesen tempspolinòmic indeterminista.Si )
pertany a

f�[
tamb́e diem que ) és

f�[
. El nom

f�[
prové de l’anglès “non-deterministicpolynomial

time”. L’ b garantitpel cas (�2 4 enla definicío s’anomenacertificat, o testimoni, o prova. L’algorisme _
s’anomenaverificador. Pertant,per veurequeun problemadecisional) pertany a

f�[
cal veurequeles

inst̀anciespositivesde ) són lesquetenencertificatsde talla polinòmicaqueespodenverificarperalgun
algorismedetempspolinòmic.
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3 Reduccions,NP-completesa,i TeoremadeCook

Reduccions Siguin g i gih dosproblemesdecisionalsambconjuntsd’entradesj i j^h , i ambconjunts
d’instànciespositives k i k h , respectivament.Diemque g esredueixa g h entempspolinòmicsi existeixun
algorismepolinòmic l3m`jonWj^h tal que,pertot p�q&j , tenim

p�qrkCsWlut?pIvwqrk h
p�xqrkCsWlut?pIvyxqrk h?z

Diem que l ésunareduccío polinòmicade g a gih . Noti’s quesi l{h8m|j}h~n ��������� ésun algorismeque
decideix g{h i lom�j�n�j}h ésunareduccío polinòmicade g a g{h , aleshoresla composicío lih`�wl (o lV��lih
en notacío pipe de UNIX) és un algorismeque decideix g . Es diu que s’ha redüıt g a g h i es denota
gR�Y�ugih . La relacío dereduccío polinòmicaentreproblemesdecisionalsestableixun (pre-)ordre(parcial)
entreaquests.En casque g�� � g h i g h � � g diem que g i g h són polinòmicamentequivalents, i ho
denotemper gV�%�ygih .
ProblemesNP-difı́cils, i NP-complets Sigui �g un problemadecisional.Es diu que �g és ��� -dif́ıcil si
g��Y� �g per tot g de ��� ; ésa dir, si �g ésunafita superior, en l’ordre de les reduccionspolinòmiques,a
totselsproblemesde ��� . Esdiu que �g és ��� -completsi és ��� -difı́cil i améspertany a ��� ; ésadir, si
�g ésun màxim,enl’ordre delesreduccionspolinòmiques,del conjuntdelsproblemesde ��� .

Aix ı́ doncs,un problema��� -difı́cil ésun problemaalmenys tan difı́cil com qualsevol problemaque
pertanyi a ��� . Enefecte,si el pogúessimresoldreambunalgorismepolinòmic,aleshorestotselsproblemes
de ��� tamb́e espodrienresoldreambun algorismepolinòmic. Un problema��� -completésalmenys tan
difı́cil com qualsevol problemade ��� , per̀o no estrictamentmés difı́cil que tots ells perqùe ell mateix
pertany a ��� .

Teoremade Cook Existeixenproblemes��� -complets?Aqúı entenimunanomenatCIRCUIT-SAT:

Donatun circuit � amb porteslògiquesAND, OR, NOT, variablespd��� z�z�z �cp�� , i una única
sortida,determinarsi � éssatisfactible. Ésa dir, determinarsi existeixen � � � z�z�z �e� � q����������
talsque �E� p|��m��C����� z�z�z �cp���m��C���N�H�o� .

Recordemqueun circuit boolèa ésun graf dirigit aćıclic enquè totselsvèrtexs tenengraud’entrada0, 1 o
2, i enquè hi haexactamentun vèrtex ambgraudesortida0. Els vèrtexs ambgraud’entrada0 representen
lesentradesdel circuit i estanetiquetatsambunavariable p�� , elsdegraud’entrada1 representenunaporta
lògicaNOT, i elsdegraud’entrada2 representenunaportalògicaAND o OR i estanetiquetatsambA o O
perindicar-ho. La sortidadel circuit ésl’ únicvèrtex ambgraudesortida0.

És evident queCIRCUIT-SAT pertany a ��� : el certificatd’una inst̀anciapositiva � ésprecisament
la seq̈uènciadebits � � � z�z�z �e� � tal que �E� p � m���� � � z�z�z �cp � m���� � �>� � , condicío queespot verificaren
tempspolinòmic sensecapdificultat. Demostrarqueés ��� -difı́cil, i pertant ��� -complet,ésbastantmés
laboríos.El resultatesconeixcomel TeoremadeCook.La ideaprincipaldela demostracío ésquequalsevol
algorismepotacabaressentimplementatdemaneraeficientambuncircuit electr̀onic ambportesAND, OR
i NOT si l’entradaescodificaen binari (aquestáes la part queno demostraremaqúı). Sigui doncs g un
problemade ��� qualsevol ambverificador ¡�m¢j�£�j^hHn¤��������� i certificatsdetalla ¥Qt?¦§v perentradesde
talla ¦ , i sigui � � t p§� ¨.v el circuit demidapolinòmicaqueimplementa¡<t?p|�c¨$v ambentradap\q�j detalla
¦ i certificat ¨�q�j}h detalla ¥�t?¦§v , prèviaverificacío que p i ¨ enefectecodifiquenun p de j i un ¨ de j}h .
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Aleshorespertot ©�ª&« detalla ¬ tenimque

©�ªr ® ¯r°?©§±c².³~´oµ peralgun ²rª&«^¶ tal que · ²d·¸´�¹Q°e· ©A·º³
® »8¼H° ©Q± ².³A´oµ peralgun ²�ª�«^¶ tal que · ²6·`´�¹Q°e· ©�·º³
® » ¼ ° ©Q± ².³A´oµ peralgun ²
® » ¼ ° ©Q±�½�³ éssatisfactible

i

©�¾ªr ® ¯<°?©|±c²$³Y´C¿ pertot ²�ª&« ¶ tal que · ²6·¸´�¹�°e· ©�·º³
® » ¼ ° ©§± ²$³A´C¿ pertot ²rª&« ¶ tal que · ²d·N´�¹Q°e· ©A·º³
® »8¼I° ©§± ²$³A´C¿ pertot ²
® » ¼ ° ©§±�½�³ ésinsatisfactible±

Pertant,la funció ©rÀ�» ¼ ° ©§±�½�³ ésunareduccío polinòmicade Á aCIRCUIT-SAT.
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4 AlgunesReduccions

Un cops’hademostratqueCIRCUIT-SAT és Â�Ã -completja podemdemostrarquemoltsaltresproblemes
són Â�Ã -complets.Coma pasprevi veuremqueunavariantdel problemaCIRCUIT-SAT per fórmulesen
formanormalconjuntiva (restringida)ja és Â�Ã -complet.

3-SAT:

DonatunconjuntdeclàusulesÄiÅ�Æ�Ç�Ç�Ç|ÆÈÄ8É decomamolt tresliteralscadascuna,determinarsi
la conjuncío ÄiÅQÊ�Ë�Ë�Ë¸Ê<Ä8É éssatisfactible.

Ésclarque3-SAT pertany a Â�Ã . Perveureque3-SAT és Â�Ã -difı́cil, i pertant Â�Ã -complet,n’hi haproua
demostrarqueCIRCUIT-SAT esredueixa3-SAT. Aqúı vala reduccío. Sigui Ä uncircuit boolèaambportes
lògiquesAND, OR i NOT i entradesÌ|Å�Æ�Ç�Ç�Ç|ÆcÌ�Í . Constrüıremun conjuntdeclàusulesÎÐÏ�Ñ�ÄiÅ�Æ�Ç�Ç�Ç§ÆÈÄ8É^Ò
demaneraque Ä sigui satisfactiblesi, i noméssi, la conjuncío ÄiÅdÊ&Ë�Ë�Ë�ÊrÄ8É ho és.Percadaporta Ó de Ä ,
incloseslesentrades,definimunanova variable Ô¸Õ i afegim a Î lessegüentsclàusules,decoma molt tres
literalscadascuna,queforcenlesvariablesÔ¸Õ a prendreel valor queprendrienlesportesquerepresentensi
s’avaluésel circuit:

1. Si Ó ésunaentradade Ä etiquetadaÌ�Ö , afegim ×�Ô¸Õ�ØrÌ�Ö i Ô¸Õ{Ø<×QÌ�Ö a Î .

2. Si Ó ésunaNOT i el cablevedela porta Ù , afegim ×QÔ¸Ú8Ø&×�Ô¸Õ i Ô¸Ú>Ø�Ô¸Õ a Î .

3. Si Ó ésunaAND i elscablesvénende Ù�Å i Ù¸Û , afegim ×QÔ¸ÚÝÜ|Ø&×QÔ¸ÚeÞQØrÔ¸Õ a Î .

4. Si Ó ésunaAND i elscablesvénende Ù�Å i Ù¸Û , tamb́e afegim ×QÔ¸ÕiØ�Ô¸ÚÝÜ i ×QÔ¸Õ{ØßÔ¸ÚeÞ a Î .

5. Si Ó ésunaOR i elscablesvénendelesportesÙ¢Å i Ù¸Û , afegim ×QÔ¸ÚÝÜdØ�Ô¸Õ i ×�Ô¸ÚcÞAØ�Ô¸Õ a Î .

6. Si Ó ésunaOR i elscablesvénendelesportesÙ¢Å i Ù¸Û , tamb́e afegim ×QÔ¸ÕiØ�Ô¸ÚÝÜ|ØßÔ¸ÚeÞ a Î .

Fixeu-vosqueno hemfet grancosa:noméshemforçat lesvariablesa prendreel valor ques’esperad’elles.
Finalmentcal afegir unaclàusulaqueforci l’avaluacío dela sortidade Ä a à :

7. Si Ó ésla sortidade Ä , tamb́e afegim Ô¸Õ a Î .

Ésclar queel conjuntdeclàusulesÎ espot constrüır a partir de Ä entempspolinòmic. A més,no ésgens
difı́cil veureque Ä éssatisfactiblesi, i noméssi, la conjuncío de les clàusulesde Î éssatisfactible. Per
tant, l’algorismeque,donatun circuit Ä , retornael corresponentconjuntde clàusulesÎ ésunareduccío
polinòmicadeCIRCUIT-SAT a3-SAT. Pertant,3-SAT és Â�Ã -complet.

CONJUNT INDEPENDENT :

Donatungraf á�ÏoâäãAÆeåuæ i unnombrenaturalç , determinarsi á té unconjuntindependentde
ç vèrtexs. Ésadir, determinarsi existeixunsubconjuntè�éêã de ç vèrtexs tal que Ñ�Ó|ÆcÙ�Ò�ëì å
pertot Ó|ÆcÙ ì è .

Aqúı va la reduccío de3-SAT aCONJUNTINDEPENDENT. DonadesclàsulesÄiÅ�Æ�Ç�Ç�Ç|ÆÈÄ8É , definim:

1. ãoÏ�Ñ�âîíïÆÈÄ8Öðæ>ñïí ésun literal queapareixa Ä8ÖòÒ ,
2. å�Ï�Ñ¸Ñ�âîí�Å�ÆÈÄ8ÖðæÈÆ�âîí�ÛïÆÈÄ�ó�æôÒ}ñNõQÏ÷ö o í�Å>øV×§í�Û�Ò ,
3. çßÏúù .
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No ésgensdifı́cil veureque ûiü`ýÿþ�þ�þäýyû�� éssatisfactiblesi, i noméssi, el graf
�������
	���

cont́eunconjunt
independentde � vèrtexs. Pertant, l’algorismeque,donatun conjuntdeclàusulesûiü 	�������	 û�� , retornael
corresponentgraf

�
i el número � ésunareduccío polinòmicade 3-SAT a CONJUNTINDEPENDENT.

Pertant,CONJUNTINDEPENDENTés ��� -difı́cil i tamb́e ��� -completperqùe pertany a ��� .

RECOBRIMENT :

Donatun graf
��������	���

i un nombrenatural � , determinarsi
�

té un recobrimentde les
arestesamb � vèrtexs. Ésa dir, determinarsi existeix un subconjunt��� �

de � vèrtexs tal
quepercada� � 	"!$#�%&�

tenimquealmenys un delsextrems� o
!

pertany � .

Proposemunareduccío deCONJUNTINDEPENDENTa RECOBRIMENT. Sigui
���'����	���

un graf i �
un nombrenatural.Definim �)( i un graf

� ( ����� ( 	�� (  aix́ı:

1.
� ( �*�

,

2.
� ( �+�

,

3. �)( �-,.�/,10 � .

És clar que
�

té un conjunt independentde � vèrtexs si, i noméssi,
� ( té un recobrimentde les arestes

amb � ( vèrtexs. Pertant, l’algorismeque,donatun graf
�

i un nombre � , retornael graf
� ( i el nombre

�)( és una reduccío polinòmica de CONJUNT INDEPENDENT a RECOBRIMENT. Això demostraque
RECOBRIMENTés ��� -difı́cil i tamb́e ��� -completperqùe pertany a ��� .

INEQUACIONS LINEALS 0-1:

Donadaunamatriu � de 243�5 entersi donatun vector 6 de 2 enters,determinarsi existeix
un vector 7 % �98 	 :;# < tal que �=7�>?6 .

Consideremla següentreduccío de3-SAT aINEQUACIONSLINEALS 0-1. Donatunconjuntdeclàusules
û ü 	�������	 û � sobreles variables7 ü 	������@	 7 < , definim unamatriu � de dimensions2A3B5 i un vector 6 de
dimensío 2 aix́ı:

1. ��C D 	FEHGI�J:
si 7)K apareixa û�L sensenegacío,

2. ��C D 	FEHGI�J0M:
si 7)K apareixa û�L ambnegacío (i no sense),

3. ��C D 	FEHGI� 8 si 7)K no apareixa û�L ,
4. 61C D GN�J:O0 5NL on 5NL ésel nombredeliteralsambnegacío de û�L .

No ésgensdifı́cil veureque ûiüYý þ�þ�þ`ý�û�� éssatisfactiblesi, i noméssi, existeix un 7 % �98 	 :;# < tal que
�=7P>J6 . A més,la matriu � i el vector 6 espodenconstrüır en tempspolinòmic a partir de ûiü 	������I	 û�� .
Pertant,la reduccío éspolinòmica,i el problemáesdoncs��� -difı́cil i ��� -completperqùe pertany a ��� .

SUMA DE SUBCONJUNT:

Donats5 enterspositiusQ ü 	�������	 Q < escritsamb R d́ıgitsdecimalscadascun,i donatunobjectiuS tamb́eescritamb R d́ıgitsdecimals,determinarsi existeixunsubconjuntTU�+� :1	������V	 5 # dels
entersquesumi S ; ésa dir, tal que W LYX1Z Q$L � S .

Redüım 3-SAT aSUMA DE SUBCONJUNT. Donatunconjuntdeclàusulesûiü 	������@	 û�� sobrelesvariables7dü 	������@	 7 < , introdüım dosenterspositius [\L i 6]L percadavariable 7$L , i dosenterspositius S K i R;K percada
clàusulaû^K . TotselsenterstenenR � 5�_B2 d́ıgitsdecimalsi esdefineixenaix́ı. Percada

E`% � :1	������V	 2 #
:
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1. si a^b té un sol literal, definim c"b=d+e;b=d+f ,

2. si a^b té exactamentdosliterals,definim c"b=d�g�f b�hNi i e;bjdkf ,

3. si a^b té exactamenttresliterals,definim c"b=dlemb=d�g�f b�hNi .
Percadan�oBpqg1r�s�s�s@r"tBu :

1. si vxw apareixexactamenta a^bzy{r�s�s�s�r]a^b}|�~ sensenegacío, definim �qwIdJg�f1��� wYhNi^���k� ~��� i g�f bF��hNi ,
2. si vxw apareixexactamenta a�� y r�s�s�sIr]a��z� ~ ambnegacío, definim �]wId�g�f ��� wYhNi � �l� ~��� i g�f � � hNi .

Finalmentdefinim c�d �k�w � i g�f ��� wYhNi � � �b � i@� a^b �{� g�f b�hNi . Caldemostrarquela conjuncío a�i�� ����� �`a �
éssatisfactiblesi, i noméssi, existeix un subconjuntdelsenters��i rz�9i�r�s�s�s�r�� � rz� � r�c9i r�e�i r�s�s�s�r�c � r�e � que
sumenc . Un cop fet això hauremdemostratqueel problemaés ��� -difı́cil i per tant ��� -completperqùe
pertany a ��� .

NÚMERO CROMÀTIC :

Donatun graf �-d�����r���� i nombrenatural � , determinarsi espot pintar � amb � colors. És
a dir, determinarsi existeix unafunctió  U¡N��¢£pqg1r�s�s�s@rz�xu tal quesi p ¤�r"¥�u¦o§� , aleshores
 
�Y¤N�©¨dl 
�Y¥ª� .

Ésclarquepertany a ��� . Redüım 3-SAT aNÚMERO CROMÀTIC. Donadesclàusulesa�i r�s�s�sIr]a � sobre
lesvariablesv�i r�s�s�s�r"v � , definim � i ungraf �«d�����r���� aix́ı:

1. �¬dl ,
2. �Jd�p�®=r�¯°r�±�u³²�p v´bHr]µVv´b¶¡9·�dJg1r�s�s�s�r"¸^u³²¹p\��º�r]a�w»r g9�]r9��º}r]a�w"rz¼½�³¡Hn
dJg1r�s�s�s�r"t i ºVo¹a�wFu ,
3. � cont́e: un triangle entre ® , ¯ i ± ; un triangle entre v)b , µVv)b i ± ; un triangle entre ��º�i r]a�w�r g9� ,

��º¿¾1r]a�w»r g9� i ��º¿À1r]a�w}r g9� percada a�w�dÁp9º�i r�ºÂ¾1r�ºÂÀ;u ; un triangleentre ��ºÃi r]a�w}r g9� , ��ºÂ¾1r]a�w»r g9� i ® percada
a w dÄp9º i r�º ¾ u ; un triangle entre ��º}r]a w r g9� , ® i ¯ per cada a w dÅp9º�u ; una arestaentre ��º}r]a w r g9� i��º}r]a�w»rz¼½� ; unaarestaentre ��º}r]a�w»rz¼½� i ® ; i unaarestaentre ��º}r]a�w»rz¼½� i º .

Ésun xic méscomplicatqueenelsaltrescasos,per̀o no massatampoc,veurequeaixò ésunareduccío. És
adir, que a�iI� ����� �¬a � éssatisfactiblesi, i noméssi, � espotpintaramb � colors.Clarament,la reduccío
éspolinòmica.Pertant,NÚMERO CROMÀTIC és ��� -difı́cil i tamb́e ��� -completperqùe pertany a ��� .
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