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En aquest full estudiarem 1’algorisme d’Euclides que, donats dos nombres naturals a
ib, calcula el seu maxim comu divisor GCD(a, b). Considerem la segtient versio:

int euclides (int a, int b) {
/*Pre: a>bib>0x/
/* Post: euclides(a,b) = GCD(a,b) +/
if (b ==0) returna;
else return euclides (b, a%b); }
Vegem per inducci6 sobre N, el nombre de crides recursives, que el codi és correcte:

e Cas base: N = 0. En aquest cas necessariament b = 0, i per tant GCD(a,b) =
GCD(a,0) = a, de forma que 1’algorisme retorna el valor correcte.

* Cas inductiu: Siguin a i b tals que euclides(a,b) fa N crides recursives, amb
N > 0. Siguin q i r el quocient i el residu de dividir a entre b, de forma
quea =gb+ri0 < r < b. Com que r = a%b, es compleix la precondicié
de la crida recursiva euclides(b,a%b). A més, GCD(a,b) = GCD(b,a) =
GCD(b,qb+r) = GCD(b,r), i per tant per HI es retorna el valor correcte.

A continuacié analitzarem el cost de I'algorisme. A part de la crida recursiva, el
treball a realitzar té cost constant. Aixi doncs, el cost és proporcional al nombre de
crides recursives. Per tant ens limitarem a estudiar, donats a i b, quin és el nombre
de crides recursives de euclides(a, b).

Sigui Fy la successio de Fibonacci: Fy = 1, F; = 11 Fy = Fy—1 + Fy—2 per N > 2.
Demostrarem per induccié que si per a i b es fan N crides recursives (on N > 1),
aleshoresa > Fy.1ib > Fy:

e Cas base: N = 1. Si es fa 1 crida recursiva, llavors b # 0. Com que b > 0
per la precondici6, ha de ser b > 1 = F;. A més, com que també per la
precondicié a > b, tenima > 2 = F,.

e Cas inductiu: N > 1. Siguin ara a i b tals que euclides(a,b) fa N crides re-
cursives. Siguin també g i r el quocient i el residu de dividir a entre b, de
forma quea = gb+ri0 < r < b. Llavors euclides(b, r) requereix N — 1 crides
recursives. Per HI, b > Fyir > Fy_1. A més, com que a > b, necessariament
g > 1. Aixidoncs,a > b+r > Fy + Fn—1 = Fnya.

Queda doncs demostrat que, si euclides(a, b) fa N crides recursives, aleshores a >
Fyy1ib > Fy. A més, es pot demostrar (vegeu a sota) que per tot N > 0 es té

Fy > ¢N 1 on ¢ = 1%@ ~ 1.618 és 'anomenat nombre d’or. Usant aix0, tenim que
si per a i b 1’algorisme d’Euclides fa N crides recursives, aleshores b > Fy > 4>N -1
d’on logq) b>N-1il1+ log¢ b > N. Per tant, N és O(logb).

Finalment, demostrem per induccié que per tot N > 0 tenim Fy > cpN -1
e Casbasel: Pera N =0,tenim Fp =1 > ¢! (¢~ ~ 0.618).
e Casbase2: Pera N =1, tenim F; = 1 = ¢°.

* Casinductiu: Suposem N > 2. Observem que ¢* = (H\[)2 = Tf $+
Per tant, per HI, Fy = Fy_1 + Fy_o > ¢N 2 + ¢N =3 —(pN 3(p+1) = ‘PN



